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Introduccion

El presente texto de Variable Compleja corresponde al curso del mismo
nombre (hoy Célculo IV) impartido por el autor a la carrera de Ingenieria
Matemaética durante varios semestres consecutivos.

El libro esta dividido en dos partes. La primera parte, contiene los
topicos de teoria clasicos que debieran ser cubiertos en un semestre lecti-
vo. En el primer capitulo, se incluyen propiedades bésicas de los nimeros
complejos y sus propiedades algebraicas, que se revisan muy rapidamen-
te. Luego, nos concentramos en la representacion geométrica, tanto en
su forma polar como cartesiana. Posteriormente, damos énfasis en la re-
presentacion en variable compleja de elementos estdndar de la geometria,
como son el circulo y la recta. También, nos encontramos con la represen-
tacion de los niimeros complejos en la esfera de Riemann, lo que se conoce
como proyeccion estereografica, que admite interesantes aplicaciones en
otras ramas de las ciencias. Luego, introducimos de manera estandar los
elementos del anélisis por medio de la nociéon de distancia en el plano
complejo. Finalizamos el capitulo con un vistazo a varias funciones béasi-
cas como la exponencial, seno y coseno. El capitulo 2 se concentra en lo
que sera la parte medular de este curso: Las funciones analiticas u holo-
morfas. Se revisa la definicion, que se presenta como la extension natural
del concepto de derivada en la recta real. Luego, varias nociones equiva-
lentes son presentadas a lo largo del texto, lo que constituye la columna
vertebral de estos apuntes. El concepto de funcion analitica es examinado

con variados ejemplos concretos al finalizar este capitulo. El capitulo 3,



se dedica a construir la primera equivalencia practica de funcion analitica
por medio de series de Taylor. De paso, nos encontramos con otros concep-
tos importantes, como la extension y prolongacion analitica. Finalizamos
enfatizando una diferencia geométrica importante, las transformaciones
conformes. El capitulo 4 cambia el rumbo de la teoria para dar con otra
caracterizacion de las funciones analiticas por medio del concepto de in-
tegracion de funciones de variable compleja. Para ello, se revisa la nocion
de integral de linea y se procede a definir y establecer los pilares de la
teoria de integracion desde el teorema clasico de Stokes. Con ello, aparece
de manera natural la féormula de Cauchy que esta en la base de todos los
teoremas fundamentales de variable compleja. El capitulo 5, nos provee
de un conjunto de herramientas que son necesarias conocer y aparecen
en una variedad de lugares tanto en matematica pura como aplicada. La
principal es el célculo de integrales mediante el teorema de residuos.

Mis agradecimientos a Daniela Vilches, quien trabajé estos apuntes
durante el primer y segundo semestres del 2012 y a Joselyn Pinilla, quien
pudo dar forma un poco mas completa el segundo semestre de 2013. La
version actual se completd de escribir durante el periodo de pandemia en
septiembre de 2020.

Santiago, Marzo 2022.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccién

La primera nocién de un niimero complejo fue descubierta en conexion

con resolver ecuaciones cuadraticas.

Consideremos, por ejemplo, la ecuacion 22 4+ 1. Obviamente, esta no

tiene soluciones reales, ya que para cualquier real z , 22 >0 y 2241 > 0.

La idea es escribir, formalmente, z = £+4/—1; pero no existe nimero
real cuyo cuadrado de —1. Luego, si la ecuacion tiene una solucion, debe

ser en un sistema de niimeros mayor que el conjunto de los nimeros reales.

Este fue el problema planteado a matemaéticos por alrededor de 700
anos: Extender los reales a un sistema mayor de ntumeros en el cual la

ecuacion z? + 1 puede tener una solucion.

C. Gauss (1780—1840) fue el primer matematico en usar sistematicamente

numeros complejos. La serie Hipergeométrica
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ab  ala+1)b(b+1) ,
142
T cle+1)-1-2 v

Se comprende mejor al analizar los complejos | x |< 1. (Note que si
b= cy a=1 se obtiene la serie geométrica).

Gauss Demostro:

"Toda ecuacion a,z" + a,_12" "+ + ... + ag = 0 tiene n-soluciones en
(CH

A. L. Cauchy dio la estructura central al desarrollo de variable com-

pleja a través de la idea de la integral de linea:

[, f(2)dz,

la cual da sentido a la formula integral de Cauchy:

6 =5 [ Cf © g,
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1.2. Propiedades algebraicas

El conjunto de los nimeros complejos C es un cuerpo con la suma y el

producto definido de la siguiente forma:

C={(a,b) eRxR / (a,b)+ (¢,d) =(a+c,b+d),
(a,b) (¢,d) = (ac — bd,bc — ad)}

Las unidades aditivas y multiplicativas son (0,0) y (1, 0), respectivamente.

Veamos:

(a,b) + (0,0) = (a,b)

(a,b)(1,0) = (a,b).

Ademés, cada elemento no nulo, tiene inverso. Para (a,b), su inverso es
(—a, —b).

Definimos i = (0, 1), entonces podemos escribir el par (a, b) de la siguiente
forma:

(a,b) = a(1,0) 4+ b(0,1) = a + ib.
Esta es la notacion que se ocupara desde ahora.
Bajo la suma y producto, C es un cuerpo conmutativo.
Observacion 1. Consideremos i = (0, 1), entonces:
i> = (0,1)(0,1) = (0 — 1,0 +0) = (—1,0) = —1.

Luego, i* = —1.
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Otra forma de definir el conjunto de los niimeros complejos:

C .= {z =a+1ib /[ a,b € R, i2:—1}

R+ 2

2

Como i? = —1, la ecuacion 22 4+ 1 = 0 tiene al menos una raiz en C. En

efecto:
Z41l=(z+10)(z—1).
Mas generalmente:

24w = (2 +iw)(z — iw).

Siz=a€Ryw=0>¢€R, entonces (para a # 0, b # 0)

a® +b* = (a — ib)(a + ib)

1 a — b

a-+ib a2+ b2’

con lo cual se tiene una féormula para el reciproco de un nimero complejo.
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Notacion 2.

Z =a —ib es el conjugado de z = a + ib.

| 2| = (a2 + b?)2 es el valor absoluto de z.
Con las notaciones anteriores, tenemos:

z

PR

siz#0

Definicion 3. 5i z = a + b, diremos que a es la parte real de z y escri-
bimos: a = Re(z). Andlogamente, diremos que b es la parte imaginaria

de z y escribimos: b = Im(z).

En consecuencia, z = Re(z)+ilm(z). Del mismo modo, podemos escribir

el conjugado de z en funciéon de su parte real e imaginaria, es decir,

Z = Re(z) —ilm(z).

Ademas, podemos escribir la parte real e imaginaria en funciéon de z y Z.
1
Sumando, se obtiene: Re(z) = 5(2 +2).

1
Por otro lado, restando, se tiene: Im(z) = 2—(z —Z).
i

Note ademas que Re(2) <| z |y Im(z) <| z | .

Propiedades Basicas

4. 2w [=| z || w|
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5. [Z]=]z]
Proposicion 4. (Desigualdad Triangular)
lz+w|<| 2|+ |w]

Demostracion.

lz4+w|* = (z4+w)(z+w)
= (z+w)(z+w)

2Z 4+ 2w+ wz + ww

| 2 | +2Re(z0)+ | w |?

IA

|z 42| 2w | + | w |?

242z flw|+ ] w]
(I 2]+ ]wl)?

1.3. Representacion geométrica

a b
Para la forma polar tenemos que cos = — y sinf) = —, de donde, a =
r r

rcosf y b =rsiné.
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Ai
(a, b)

Se observa que r = |z|. AdemACAgs, definimos 6 = Arg(z).

Un problema en general es que Arg(z) es una funcion multivariable.
De esta forma, tendremos que elegir un rango de valores admisibles pa-
ra el angulo 6. Una eleccion posible, que justificaremos mas adelante, es

0 € (—m,m).

Propiedad: Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w).

Demostracion.

Sea z € C y observe que

z=a+ib=rcos +irsinf =r(cosf +isinf) = |z| (cosf + isinf).
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Entonces, podemos escribir

z=|z| (cosf +isinfh)

w =|w | (cos ¢+ isin ).
Luego:

2w = |z] |w| (cos + isin@) (cos P + isin @)
= |z||w| (cos @ cos ¢ + isin ¢ cos O + isin 6 cos ¢ — sin O sin ¢)
= |z||w|[(cos @ cos ¢ — sin @ sin @) + i (sin ¢ cos @ + sin 6 cos ¢)]

= |zl |w][cos (6 + ¢) + isin (0 + )]

Entonces: Arg(zw) =60+ ¢ = Arg(z) + Arg(w). .

Producto de numeros complejos en el plano complejo

J—
—(

J—
a—

“1=2

p — Inl’A:

=6 +6 o, |
0=6,+06, | \ﬂ
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Definicion 5. Definimos la funcion exponencial como

e .= cosO+isinfh, 6OeR.

También se puede escribir como cis(0) o exp(0).
Consideremos () := cos(#) + isin(h).
Sea 6 = 0, entonces, f(0) = cos(0) + isin(0) = 1.

Ademas

f(0)f(¢) = (cos(0) + isin(f))(cos() + isin(¢))
= cos(0 + ¢) + isin(0 + ¢)
= f(0+9).
Cualquier funcion que cumpla estas dos propiedades se dice que satisface

la Ecuacion Funcional de Cauchy. Se puede demostrar, que las tnicas

soluciones, tienen la forma:
f(z)=¢€", zeC.

Esto justifica la notacion €. Pero ademaés, observaremos que esta nota-
cion es consistente con lo que se espera de una funcion exponencial.

Propiedades de la funcién exponencial

—_

00 = ¢¥ei® 9 b e R;
2. () = e o€ R;
3. (eig)% =e’:, eR,neN:

4. e=4 0ek;
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5. efe® =1 #eR.

La demostracion de estas propiedades queda de ejercicio.
Si analizamos el comportamiento de la funcién exponencial podemos ob-

servar que:

e — cos(2km) +isin(2kn) =1  Vz € Z.

Como un ejemplo de aplicacion de esta importante propiedad, estudiemos

las soluciones de la ecuacion

donde n € N esta fijo. En otras palabras queremos encontrar las raices

n-ésimas de la unidad. Se observa que podemos reescribir como:

Zn — 62kz7r'
Por lo tanto
2kim
z=e€n
1 3 Raices Raices
-5+ | cubicas cuartas
de la unidad de la
unidad
1
|
R
2 2
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Mas generalmente tenemos:

z = w

_ | w | ez’Arg(w)

_ | w | ez’Arg(w)e2ki7r
= |w]e
Luego:

1 i(Arg(w)+2km)
z=w|"e n

conocida como la formula de De Moivre.

i(Arg(w)+2km) '

15
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1.4. Ecuacién del circulo y de la recta

Consideremos geométricamente la situacion de todos los puntos z €
C que estan a una distancia r de un punto zy € C. Esto se escribe

analiticamente como:

| 2—20|=7 & |2z—2 |>=1?

& (2—20)(z — ) =r?

& (2—2)(Z—7) =17
=2 zE—zz_o—zOE+zoz_0:r2

& 2z—z2zm— 22+ (20> —r*) =0

Por lo tanto, la ecuacion de un circulo en el plano complejo es:
2Z— 272y — 202 +a =0, a € R.

Veamos ahora la ecuacion de una recta. Sabemos que la ecuaciéon de una

recta, en su forma punto-pendiente, es: y = mx + n.
) ) zZ+z zZ—Z
Si consideramos x = Re(z) = 5 ey = Im(z) = 5 ¥ reem-
1

plazamos estos valores en la ecuacion punto-pendiente, nos queda:

z—Z 2+ 2z
=m
21 2

z—Z=1im(z+Z) + 2in

+n

zZ—Z=1mz+1mz+ 2in
z—imz—ztim—2—2tn =10

2(1 —im) —Z(1 4+ im) — 2in = 0

r ¢t

z(m+1)+Z(m—1i)+2n =0
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Si hacemos zp = m — i, Zg = m+ 1y B = 2n, lo que se obtiene es la

ecuacion de la recta en variable compleja:

2z0+ 220+ B =0, 6 e R.
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1.5. Proyeccion estereografica

1
Si consideramos f(z) = — y con z = 0, se obtiene formalmente f(0) = occ.
2

Por lo tanto, surge la necesidad de definir el siguiente conjunto:
C:= CU {00},

que llamaremos plano complejo extendido y se representa geométricamen-

te por una esfera

S*={(z,y,2) eR*/a* +y* + 2° =1}

Ecuaciones de la proyeccion.

En primer lugar, nos planteamos la siguiente pregunta:
1. Dado un punto B = (z,vy, z) en la esfera
S*={(z,y,2) eR*/a* +¢y* + 2° = 1}

determinar su proyeccion 7(B) en el plano C, esto es, determinar un
punto (u,v) = Q = 7(B) que corresponde a trazar una linea L que

pasa por el punto B en la esfera y por su polo norte N = (0,0, 1).
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Sea L(t) := t(0,0,1) + (1 — t)(z,y,2), t € R, tal linea (forma
paramétrica de una recta en R?) y tratemos de encontrar t, tal
que la recta anterior, L, intersecta al plano complejo. La recta la

podemos reescribir como:
L(t)=((1—=t)x, (1 —t)y,t + (1 —1t)2).

Buscamos t tal que:
to+(1—t)z=0 & to+z—2tp=0

—2z 2z
&t = = 1
LR [V 27
e 1-f=1- 2 =1
0= 2—1 1—2z

Por lo tanto Q = w(B) es :

1 1
Q= (oo mo).

Respondida la primera pregunta, nos planteamos ahora la pregunta

mversa:

2. Dado un punto A = (u,v,0) en el plano C = R? determinar el
punto P(A) = (z,y, z) en la esfera 8% que intersecta una recta L

que pasa por el punto A y el polo norte de la esfera: N = (0,0, 1).

Sea L tal recta, entonces se escribe:

L(t) =t(0,0,1) + (1 — t)(u,v,0), teR.

Lt)=((1—-t)u, (1 —t)v,t)

Encontremos % tal que la recta L intersecta a la esfera. Es decir:
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(1 —t)u]* +[(1 -t +t* =1

(1—t) 2+ (1 -t =1—-t2=(1—-1t)(1+1)
1+t

1—t¢

(1—t) (v”+0%) =1+t

u2—l—112:

(u2+v2)—t(u2+v2) =1+t
w?+v? — 1=t (1+u”+0%)
_u2+v2—1
w4241

r ¢ ¢ O

Lo

Luego:
?+y’ =1 2
2+y’+1 22 +yP+1

1—tg=1—
Por lo tanto P(A) es:

P(A) = (1=t z, (1 —1to)y,to)
B 2x 2y 2?2 +9y?—1
o\ 2+ U2+ 2+ U a2+ 1

Si hacemos z =z + iy y Z = x — 1y, se tiene:

z+z i(Z—2) |2 -1
PA=\—m— T3 7T o :
2|7+ 1 |z2]7+1 |z|"+1
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1.6. Topologia en C y Funciones Basicas

La forma més comun de calcular la distancia entre dos puntos de C es la

euclideana, esto es:

d(z,w) =| z—w

Otras formas son las siguientes:

[z —w]|
d =
1z, w) I+ ] 2z—w|
donde se observa que:
di(z,w) < 1.
Otra alternativa interesante es:
2| z—w|

do(z,w) = -
(= (142 P)(A+ [w [)]2

Conceptos

1. Convergencia de una sucesiéon: Dada (z,) C C, entonces z, —

L& Ve >0,dN € Ntal que | z, — L |<e.

2. C es completo (Toda sucesion de Cauchy converge).

En efecto: Sea (z,) C C una sucesion de Cauchy. Entonces
| 2p — 2m |— 0

cuando n, m — 00.
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Observe que si z, = x, + iy, entonces la propiedad |Re(w)| < |w|

implica

| 2 — T |<] 20 — 2 |— 0.

Analogamente, la propiedad [Im(w)| < |w| implica
| Yn = Ym |<| 20 — 2 | 0.

De aqui se tiene que: (z,) C Ry (y,) C R son sucesiones de Cauchy

en R que sabemos, es completo. Luego, existen xg, yy € R tales que:

Ty — Lo

Yn — Yo

Por lo tanto:

Zn — To + 1Yo.
3. Funcién Continua: f: Q C C — C, f es continua en zj si:
V<Zn) cC, zm—=an= f(zn) — f(ZO)

Ejemplo 6. a) f(2) = Re(2), g¢g(2)=Im(z).

0 p(z,%)

— es continua en el abierto 2 = {z € C/q(z,z) # 0}.
o {z€C/y(,7) £ 0)

4. Dominio: Es un abierto conexo.
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Funciones basicas en el plano complejo.

1. Traslacion: f(z) =z +a; a € C.

e Translation:
w=a+zZ

where « is a complex constant.

o . O

b - W= L'I—f-_-\ 4 w

a

e The mappingtranslates everypointinthe - plane
by the "vector” «.

23
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2. Rotacion: f(z) = ¢z; a € R.

e Rotation:

o ice [ i6) o+
w=e z = e |re = re

where « is areal constant.

o :

1104
A /“.:e(__\ 4

x /B

)

w

e The mapping rotates every point in
the - plane throughanangle « .

24
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3. Dilatacion o Contracciéon: f(z) =az; a € R; a > 0.

¢ Dilation (stretching):
w=az = a(i'e"H) = (c’n')e"H

where ¢ is areal constant.

4 @ @ v
W _— M= L[__\ . p

e The mapping magnifies the magnitude

-| of apoint :

inthe complex plane by a factor «.
e Multiplying - byacomplex number 4= \A

arg A is equivalent to

stretchingit by a factor \4\ and rotating it through an angle arg 4
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4. Inversion: f(z) = —.
z

¢ Inversion:

1 1 &
W=— = —= =
i it
Z e 7 I
1m
LIm ‘ 3
Z=Xgtiy O
]
/ R
)
e
/ﬁl/xn 4+ Re i
\77 No| T I/ZQ
1/z

The straightline z=x; +iy mapsto acircle Inversion circle -preserving property

¢ Inversions have a "circle preserving” property,i.e., circles
always map to circles (straightlines are "circles" of infinite radius).
¢ Points outside the unit circle map to points inside the unitcircle
and vice versa.
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- H
. . y . l l k
Geometrical construction of the inversion w=-—

w
We | LW
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1.7. Transformaciones de Mobius o frac-

cionales lineales.

_az+b.

= — ad —bc=1; a,b,c,de C.
cz+d

f(z)
Esta funcién tiene una inversa, f~!(z) =?. Para encontrarla utili-

zamos la siguiente identificacion (isomorfismo)

T. de Mobius <+ Matrices invertibles 2x2.

Lo que significa:

az +b a b
<
cz+d c d

Si se invierte la matriz del lado derecho, queda como:

d —b 1
dz—b
Entonces: f1(z) = © v
—cz+a

En efecto, se puede verificar facilmente que (f o f1)(z) = 2 (Ejer-

cicio).

Proposiciéon 7. Una transformacion de Mobius es la compuesta de tras-

laciones, dilataciones, rotaciones e inversiones.
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Demostracion.
B az+b _a bc —ad 1

_cz—l—d_c+ c cz+d

5(2)

Una mejor interpretacion de la formula anterior es la siguiente:

2 = ||z — || 49

z
1 bc — ad
cz+d c
bc—ad| vews 1 ~ bc—ad 1
c © cz+d c cz+d
a bc—ad 1  az+b

_> —_ pr—
cJr c cz+d cz+d

1
cz+d

= cz—>cz+d—

_)

Entonces: S(z) = (T'oRoDoloToRoD)(Z).

Finalmente, se puede apreciar este resultado en el siguiente video:

https:/ /www.youtube.com/watch?v=JX3VmDgiFnY.

El siguiente resultado es también importante:

Proposicion 8. Una transformacion de Mobius esta tnicamente deter-

minada por la imagen de tres puntos distintos.
Demostracion.

» Unicidad: Sean S y T' transformaciones de Mobius tales que:

S(Zl) = U T(Zl) =W, — 2 = T_l(wl)
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S(ZQ) = W9 T(ZQ) =Wy — 29 = T_l(wg)
S(Zg) = W3 T(Zg) = W3 — 23 = T_l(wg)
Por demostrar: S = T.

En efecto, ya que S y T son invertibles, tenemos:

S(T_l(wl)) = w, — (S o T_l)(wl) = wh
S(T (ws)) = wy — (S o T ) (wy) = wy

S(T_l(”wg)) = w3 — (S o} T_l)(”LU3) = w3

Por lo tanto S o T~ ! tiene 3 puntos fijos.

Encontremos ahora todos los puntos fijos de una transformacion de
Mobius

az—l—b_
cz+d

z

Por lo tanto, los puntos fijos son las soluciones de la ecuacion:

az+b=z(cz+d) & az+b=cz*+dz
& 22 +z(d—a)—b=0

que son a lo mas 2.

Para que tenga mas de 2 puntos fijos, la Transformacion de Mobius

que sirve es T'(z) = z = Id(z). Entonces:

SoT ' '=Jd=S=T.
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» Existencia: Sean z1, 29, z3 € C distintos y wy, we, w3 € C distintos.

Sea:
S(z1) = w
S(z2) = wy
S(23) = ws

Nos preguntamos:
;Cuénto es S(z), para cualquier z7

Basta encontrar una Transformacion que lleve z; en 0, z0 en 1y 23

en 0o. Ast:
T(z) =z — 2, (a=1,b=—2,c=0,d=1)

lleva z; en 0, mientras que

T(z)zz_zl, (a=1,b=—21,c=0,d =2y — z1)
29 — 21

lleva z; en 0 y 29 en 1, por ultimo

(2 —21) (22 — 23)
(2 —23) (20— 21)’

T(z)= (@ =29 — 23, b= —21 (20 — 23),

c=2y— 21, d=—23(20 — 21))
lleva 21 en 0, 29 en 1 y 23 en oo.
De la misma manera, la transformacion

(z —wq) (we — w3)
(2 — ws) (w2 — w1)

Wi(z) =

lleva wy en 0, we en 1 y w3 en oo.

Luego, la transformacion de Mdbius buscada es:

S(z) = (W oT)(z)
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Teorema 9. Una Transformacion de Mobius lleva circulos o rectas en

circulos o rectas.

Demostracion. Sea (' un circulo con ecuacion
2Z4+az+az+ ky=0; ko € R, a € C.
Consideremos las funciones béasicas:

1. T(z)=2+b

Si z =w — b, el circulo queda como:

(w—b)(w —b) + a@(w —b) + afw —b) + kg =0
& ww—wh—bw+bb+aw—ab+aw—ab+ky=0

& ww+ (—=b+a@)w + (=b+ a)w + bb — (@b + ab) + ky =0

& ww+ (=b+a)w + (—b+ a)w + bb — 2Re(ab) + ko = 0
que es nuevamente la ecuacion de un circulo.

Si w = az, entonces el circulo queda como:

Eg+oz +oz +ky=0 /aa
aa a

& ww+aaw+aaw+koaa—0

& W + aaw + aaw + ko | a |*=0
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que corresponde también a la ecuaciéon de un circulo.

: 1 :
Siw = —, entonces el circulo se transforma en:
z

11 1 1
—— 4+ a—+a—+ky=0 /w@
w w w w

& 14+ ow + aw + kpww =0
Ahora bien, si kg = 0, entonces la inversion lleva el circulo a una recta.
Por otro lado, si ky # 0, entonces lo transforma en un circulo.

La parte de considerar inicialmente una recta L queda de ejercicio. m



Capitulo 2

Funciones de Variable

Compleja

2.1. Funciones analiticas

Definicion 1. Sea f: Q — C una funcion definida en un abierto en C y
sea zy € Q. Se dice que f(z) es derivable en zy (u holomorfa o analitica)

si existe el limate:

Z—r20 Z — ZO

Observacion 2. Una funciéon f se dice analitica en un abierto €2 si es

analitica en cada punto de ).

Proposicion 3. Si f es holomorfa en zy entonces [ es continua en 2.

f(z) = f(20)

Z — 20

Demostracion. |f(z)— f(z)| = (z — z) —0- f'(20) = 0.

34
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Ejemplo 4. 1) f(z) =a, a € C. Calculamos el cuociente

f(z) = f(20) a—a —0
Z — 20 _Z—Zo_

Tomando el limite cuando z — z, se obtiene f’(zy) = 0.

2) f(2) = 2. Se tiene

fz) = flz0) _z2—2 _

Z — 20 Z — 20

1

Luego, f es holomorfa en Cy f/(z) = 1.
3) g(z) = 2", n entero positivo.
Calculamos el cuociente

9(z) —g(z0) _ 2" =4 2 42
Z— 20 Z =20

1

Tomando el limite cuando z — 2, obtenemos ¢'(zg) = nz) .

4) Sea h(z) = z, Vamos a ver que h no es derivable en 2y = 0. Queremos

ver si

. Z
lim —
z—0 Z

existe o no. Si el limite existe, debe ser el mismo, no importa como nos

aproximamos a 0.

Para z € R, z = t, tenemos lim - = 1.
t—0 t .
) ) ) . , —1t
Para z imaginario, z = it, tenemos lim;_, 7 = —1.
1

Por lo tanto A no es analitica en z = 0.

Consideremos ahora a (AF, +, -, o) el conjunto de las funciones analiticas

con la suma, el producto y la composiciéon de funciones.
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Dadas f y ¢ funciones analiACAnticas, recordemos las siguientes defini-

clones:

(f +9)(2) = f(2) +9(2)
(f-9)(2) = f(2) - 9(2)
(fog)(z) = flg(2))

Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5. Si f y g son analiticas, entonces:

1) La suma de funciones es analitica y se tiene: (f +g) = f'+ ¢;

2) El producto de funciones es analitico y se tiene (fg) = f'g+ fq';

" —¢
3) La inversa multiplicativa es analitica y se tiene (—> = ‘g cuando
g g
97 0; ,
I
4) El cuociente es analitico y se tiene <i) = M cuando g # 0.
g g
Demostracion.
1) Tenemos

(f+9)(z) = (f+9)(=0) _ f(2) = fz0) | 9(2) = g(=0)

Z — 20 Z — 20 Z — 20

Si tomamos el limite para z — zp obtenemos la formula deseada.

gy YIE =U9)z) _ J) = J0) oy g9 = 9(20)

Z — 20 Z — 20 Z — 20

Tomamos el limite para z — 2y y usamos el hecho de que g es continua

en zy, obteniendo
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(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)d'(20)
()=o)
() -7

(i) :(f1> =f'1+f_“;] :fg—gfg
g g g "9 g

3) Usando 2)

Luego,

n
Corolario 6. Toda funcion racional r(z) = Z”zmi'" iﬂll)o es derivable
m< 0
1

en el abierto Q@ = {z : by, 2™ + ... + by = 0} . En particular, la funcion —

z
es derivable en C\{0}.

b
Ejemplo 7. Sea g(2) = ¢ j__ yt ad—bc = 1. Se observa que g es derivable,
cz
excepto en zy = —, ademas:
c
1
105 —
En efecto,
,(2)_a(cz+d)—c(az+b)_ ad —bc 1
I\ = (cz + d)? T (czt+d?  (cz+d)?

Definicion 8. Diremos que f(z) es derivable en zy = oo si la funcion

1
g(z)=f (—) es deriwable en zy = 0. En tal caso se define
2
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Observacion. Lo anterior también se puede aplicar a funciones con-

tinuas.
Ejemplo 9.
z 42
Tenemos ,
1 T2 428
t = — = ¢ s
g(t) f(t) o1 3-p
1+ 4t)(3 — %) + 2t(t + 2t 1
luego ¢'(t) = (1 +46)( _);FQ (t+ ), de donde ¢'(0) = =. Por lo
(3 —1?) 3
1
tanto f'(co) = 3

Teorema 10. La composicion de funciones analiticas es analitica y se

tiene:
(f09)'(2) = f'(9(2))g' ().
Demostracion.
fg(2)) — flg(20)) _ f(9(2)) = f(9(%0)) 9(2) — 9(20)
z— 2 g(z) — g(20) z—2

2.2. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Sea f : 2 C R?> — R2 Recordemos que f es diferenciable en un punto

(w0,70) € Q si existe una transformacion lineal L : R? — R? tal que:

f(x,y) = f(zo,y0) = L(x — 20,y — yo) + e(x — T0,y — Yo)
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donde

e(r — 20,y — Y0)
V(@ —20) + (y — w0)?

cuando x — xo y Yy — 1o, esto es, el error es pequeno comparado con la

— 0

norma. Observar que L : R? — R? es una aplicacion lineal cuya matriz,
con respecto a las bases canonicas, es:

%(fc Yo) %(3; Yo)

1]

O o) 2220, 0)
O 05 Y0 8y 0, Y0

La prueba del siguiente resultado se estudia en otros cursos de célculo,

por lo que no se demostrara aquiAy.

of

Teorema 11. 5% 92 Du existen y son continuas en (xg,yo) entonces f
r oy
es diferenciable en ese punto.

La siguiente es una de las principales caracterizaciones de funciones ana-

liticas.

Teorema 12. (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) Sea f = u + v una

funcion diferenciable en zg = (x,y0). Entonces f es holomorfa en zy si

y solo si se cumplen las ecuaciones: %(zo) = ?(zo), %(ZO) = 73—(%(20)

ox

en el punto (xg, yo).

Demostracion.

(=)Por definicion, se tiene que
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f(z0+1) — f(20) ~ lm f (20 +it_) — f(20)

lim
t—0 t t—0 1t
equivalentemente
lim u(zo +t) +iv(zo +t) — u(2o) — 1v(20)
t—0 t
1 1 u(zy + it) +iv(zo + it) — u(z0) — 1v(20)
o 50 t
o bien
t) — t) —
lim u(zp +t) — u(2o) N Z,U(Zo +1t) — v(2)
t—0 t t
_ l,h’m [u(zo +it) — u(z) N iU(ZO +it) — v(zo)} |
7 t—0 t t

Observar que cuando t — 0

u(zo +1t) —u(z0)  ulxo+1t,90) — ulzo, o) du

= ; g (0, Y0)
y
u(zo +it) —u(z0)  w(xo,yo +1t) — u(zo, yo) ou
— ? (x()? yO)
t t oy

Reemplazando, obtenemos

ou Ov 1| 0u O0v
8_3:(20) + Z%(Z’O) =7 a—y(ZO) + Za—y(ZO) :
Luego
ou_ou
or Oy
y
dv  Ou

5= 3y

40
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(<) Como f es diferenciable, existe

ou ou

%(20) 8—y(2‘0)
D f(xo,y0) =

ov ov

tal que

Tr — Xy

f(z,y) = f(x0,90) + D f(x0,0) ( ) +e(x — 20,y — Yo),

Y—"%Yo

0 equivalentemente

. _ 0
u(z,y) +w(z,y) = u(zo,yo) + iv (o, y0) + 8_:2 (0, yo) (z — o)
0
+ 5’—Z (0, %0) (¥ — ¥o)
[0 s,
+ 1 8—:1; (0, Y0) (z — 0) + 8—;11; (0, 90) (¥ — ¥o)
+ e(x—ilf(),y—y())-
Por hipotesis
0 0
F(2) =1 (20) = 5 (o) (& = 0) + 5 20) (5 = o)
| 0 s,
| =0 (20) (2 = 20) + 5 (20) (9 = 90) | + € (= 20, — o)
ou ou

& f(2) = f(z0) = %(zo)(z —2) — Za—y(zo)(z — 29) + e(x — 7o,y — Yo)
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Entonces
f(z) = f(2) - du Ou e(r — 20,y — Yo)
zZ— 2 N 8:73(20) Z@y(zo) + zZ— 2
Tomamos el limite cuando z — 2y, y nos queda
=20 2 — 2 ox dy 2=z Z — 2

. e(z —x0,y — W)
Ya que lim
Z—20 z — ZO
concluye la demostracion.

= 0, se obtiene que existe f'(z9) lo cual

Observacion 13.

De la demostracion del teorema anterior, tenemos que

ou Ou

f(=0) = 5 (0) ~ig-(20)
O0v  0v
= Z[%_Za—y (20).

Ejercicio 14. 1) Pruebe que, en coordenadas polares, las ecuaciones de

ou ov ov ou

%~ "or Vo "o

2) Pruebe que, en notacion compleja, las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Cauchy-Riemann se escriben como

se escriben como — = 0.
0z
Definiciéon 15. Sea p : Q C C — R wuna funcion. La funcion p se dice

armonica St

0? 0?
ox?  Oy?
. p  p
Notacion: Ap = 7.2 + 02 se le llama el operador de Laplace, o La-
x Y

placiano, de p.
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2.3. Algunas funciones de variable compleja.

[. Funcién exponencial. Se define como:

e ="t = %" = ¢%(cosy + isiny)
Propiedades
1) €* es una funcion analitica en C.
2) (e )
3) e =1, " = 1Vn € Z
4) e** et
5)e* #0,VzeC
6) e =1, [e*] =€

Para una visualizacion de esta funcidén nos remitimos a

https:/ /www.geogebra.org/m/hBdfFdvg

Teorema 16. Sea k € C. La inica solucion de la ecuacion f'(z) = kf(z)

con condicion inicial f(0) = A € C es:
£(2) = Ack

Demostracién. Observe que f'(z) = AkeF* = kf(z) y por lo tanto
f(z) definida como arriba satisface a la ecuacion. Demostremos ahora la
unicidad de la soluciéon. Sea g otra funcion que satisface ¢'(z) = kg(z)

con g(0) = A. Puesto que:

(j), _fl9-4f _kfg—Fkgf

— = 0.
g g* g?
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f0) _A

concluimos que i es constante. Pero: W = — = 1. Por lo tanto f = g.
g g

II. Funciones trigonométricas. Se definen como:

) elZ _ e—’LZ eZZ + e—ZZ
sinzg = ———; cosz = ———
2 2
Propiedades
1) (sinz)" = cos z, (cosz) = —sinz

2)sinz =0 z=nm, cosz=0&2=02n+1);, necZ
3) cos(z + w) = cos z cos w — sin z sin w,

sin(z 4+ w) = sin z cosw + sinw cos z

2

4) cos?z +sin®z =1

Teorema 17. Las soluciones de la ecuacion f"(z) + kf(z) =0; k € C
son de la forma: f(z) = Acos(Vkz) + Bsin(Vkz).

Demostraciéon. Calculamos la primera y la segunda derivada de f:
f'(2) = —AVEksin(2Vk) + BV cos(2Vk)
f"(z) = —AVEVE cos(2Vk) — BVEVEsin(zVE) = —kf(2)

con lo que queda demostrado el teorema.

[II. Funcioén raiz enésima Se define como:

{1/227“% <cos (ﬁ) + ¢ sin (Q>> ., n € Ny,
n n

en V:={z=re’/—m<0<m r>0}
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Proposicion 18. {/z es analitica en €.

Demostraciéon. Ocupando las ecuaciones de Cauchy-Riemann en su

forma polar, tenemos:

ou_ 100
or 1ol
ou ov
b
00 or
: 10 1. :
Considerando u(r,8) = r= cos — y v(r,0) = r=» sin —, se tiene:
n n
w10 v L
5, = 7" Cos 59 — 5" oS
y 1
ou —rn 0 ov 1 1, . 0

= — = —rn» sin—.
00 n n or n n
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IV. Funciones hiperboélicas Se definen las funciones seno hiperbo-

lico y coseno hiperbélico como sigue:

e’ —e ” e +e *
5 cosh z =

sinh z =
Propiedades

1) (sinh z)" = cosh z, (cosh z)" = sinh z
2) cosh? z — sinh? z = 1
3) cosh(z + w) = cosh z cos w + sinh z sinh w,

sinh(z + w) = sinh z cosh w + sinh 2z cosh w

4) sinh(iz) = isin z, cosh(iz) = cos z

Teorema 19. Las soluciones de la ecuacion f"(z) = kf(z); k € C son

de la forma: f(z) = Acosh(vVkz) 4+ Bsinh(vVkz).

V. Funcién logaritmo. Se define la funcion logaritmo como:

Inz=1Inr+i0, z=re?

donde z € Q.
Propiedades

1) La funcion logaritmo es analitica en 2.

%) (In 2)' é

3) e"* = 2, para todo z € Q.
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VI. Funcién potencia. La funcién potencia se define como:

LW — ewlnz’

para cada w € ).
Propiedades

1) La funcion potencia es analitica en €).
d(z")
dz

= w2

2)

Ejemplo: Calcular 7’
Solucion: Aplicando la definiciéon de la funciéon logaritmo, queda:

mi—Inl4ir =T
ni=Imnl+i-=—
2 2

Entonces it = ¢i(i3) = ¢

=
2

Ejercicio 20. Calcule i,



Capitulo 3

Series

3.1. Series de Taylor

A continuacion recordamos un resultado bésico en series de potencias.

Teorema 21. Consideremos

00 1
) — an(z — 20)", R .=
f(2) Z% (2 = 20) 1100 (3/]an])

donde R es el radio de convergencia de la serie. Entonces:

(a) Para cada z € C tal que |z — 29| < R, la serie converge (absoluta-
mente).

(b) Para cada z € C tal que |z — 2| > R, la serie diverge.

(c¢) La serie converge uniformemente en subconjuntos compactos (i.e. ce-

rrados y acotados) del disco

D(zy, R) :={z € C tal que |z — z| < R}.

48
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Uno de los resultados principales hacia una nueva caracterizacion de

funciones analiticas es el siguiente teorema.

o
Teorema 22. Suponga que Z a,z" es convergente en D(0, R). Entonces
n=0
la funcion
(0]
f(z) = Z anz"

n=0

es analitica en D(0, R) vy, ademds,

f'(z) = Znanz”_l
n=1

que es también convergente en D(0, R).

Demostracion.

Sea zy € D(0, R) y analicemos la siguiente diferencia:

Z — 20

f(z)—f(20) inanzg _ |0 n=0 B Znanzg_l
n=1

N N
D an2" = Y anzy N
S n=0 n=0 . Z nCLnZ(T)l 1
Z — 20
n=1
N 00
n—1 n—1
+ g na,z — g nanpz,
n=0 n=0
00 00 .
S oa = Y s
n=N+1 n=N+1
+
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El primer término tiende a cero cuando z tiende a 2y, ya que es la derivada

del polinomio
n=0

El segundo término tiende a cero cuando N tiende a infinito, ya que la

o0
. n—l /7
serie na,z" " converge, lo que demostraremos mas adelante.
n=1

Para el tercer término se tiene que:

00 00
E 2" — E anzy
0 n n
n=N+1 n=N+1 j : A
= an—
Z — Z zZ — Z
0 n=N+1 0

Pero,

2" — 2y

T 2

Z—2Zy N - -
n—veces

Por lo tanto,

SN m
2_7200 e o e -1 I o P e 2 S o P

Ya que D(0, R) es abierto, existe un r < R, tal que para |z| < r se tiene:

2" — 2y
S A iy S R L R A

Z — 20
Por lo tanto,

2" — zy

Z — 20

Luego
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00 00
E anz" — E anzy
o n_ .n
> n
Z — Z Z — Z
0 n=N-+1 0
00
n—1
< E nla,|r"" ——0
N—o0
n=N+1

Esto prueba que f es analitica en 2y y la primera parte del teorema.
(0.9]

Finalmente, veamos que Z na,z) " converge en D(0, R). En efecto: Cal-
n=1
culamos el radio de convergencia R’ obteniendo

1 1

1
B limy, 00 /M| ay] B limy, 00 /N |G| B limy, 00 /| an| B

Esto prueba que la serie converge en el disco D(0, R) lo que demuestra el

/

R

teorema.
|
X _n
. z
Ejemplo 23. Sea f(z) = E -y observemos que converge en C, esto
n!
n=0

es R = oo. Por el teorema, sabemos que f es analitica en C, y ademas se

tiene

Haciendo m = n — 1, tenemos:

Fe=3=
m=0 ’
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De lo anterior se puede observar que, f'(z) = f(z) y f(0) =1, entonces

f(z) = €* y por lo tanto,

I\

n
! .

00
=)
n=0

3

0 o0

Observacion. Si f(z) = Z a2y fl(z) = Znanz”_l.
n=0 n=1
Sea g(z) = f'(z), entonces
g (z) = Zn(n — 1)a,z"?

Detengamonos a analizar las funciones anteriores:

f(2) =ag+ a1z + a2’ + azz® + a2 + -+ = f(0) = aq
f'(2) = a1 + 2a22 + 3azz® + 4ayz® + -+ = f'(0) = a4
f"(2) =2as + 3 2a3z + 4 - 3a42> + -+ = f"(0) = 2a
f"(z)=3-2a3+4-3-2a42+--- = f"(0) =3 2a3

f(0) = nla,

Por lo tanto

Corolario 24. Si f(z) es analitica, entonces f es de clase C™.
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3.2. Representaciones por series de Taylor y

Serie Geométrica

1. Funcion exponencial:
0
z Zn
=D
n!
n=0

2. Funcién seno:

, e —e
sinz = ,
21
1 [e= (12)" = (—i2)"
bl DR Dh

Analicemos la expresion (7)" — (—i)™:

+ Sines par: (i) — (=1)*()* = (i)*[1 = (=1)*] =0
. Sines impar: (7)1 — (=1)2F+1 (4)2R

= (@)1 = (1) (=1)] = 2(8)*" = (1*)"2i = (=1)"2
Entonces

o0 (_1)n22n+1

2= e D

n=0

3. Funcién coseno:

= (-D)"(2n+ 1) SN (=)™
COSZ:;% (2n + 1)(2n)! :nz% (2n)!
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4. Funcion seno hiperbdlico:

o4

Sabemos que sinhiz = isin z, para todo z, en particular para w = 1z,

entonces sinh w = i sin(—iw).

Por lo tanto

sinh z = isin(—iz) =i

So Uiz

|
o (2n + 1)!
Analicemos:
(_Z-Z)Qn—i-l — (_,L-)2n+122n+1 — ( ) ( )[Z ] 2n+1
_ (_1)(_1)niz2n+l — (—i)(—l)n22n+l
Entonces
o 1)n 2n+1
inh » — .9
sinh z = —1 nZ:: 2n—|—
o0 2n+1
; 2n+1
5. Funcion coseno hiperbolico:
= (2n+ 1) = 22
h — =
oSt gﬁ (2n + 1)(2n)! ; (2n)!

6. Serie Geométrica
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%)

1
fle) =
1
(s —
f,(z)'_'(l __Z)Q
2
" o
.f (Z) - (1___2)3
3!
i _
(f (Z) - (1 . 2)4
Por lo tanto tenemos que f"(0) = n!. Luego, a, = f (|0) = 1. Asi
n/!
tendremos:

f(z):ianz":iz", 2| < R=1

n=0 n=0

donde el radio de convergencia esta dado por

1

 lim /Ja)|

= 1.

Otros ejemplos de identidades de series que se pueden deducir de la
serie geométrica son:

)
L S 1yl <1
= — VA VA
1+ 2 — ’

i)

iii)
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1 0
Sabemos que (In(1+ 2)) = 7= Z(—l)"z”, luego buscando la
z

antiderivada (integrando) obtenemos:

0 —1)» n+1
In(1 + 2) :Zu, 2] < 1

~ n+l
1 (0.9]
Lo mismo ocurre con (arctan z) = ke Z(—l)”z2n, ya que si
n=0

buscamos (integramos) podemos ver que

0 —1)» 2n+1
arctan z = Z %
n

n=0
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3.3. Extension y continuacién analitica. Re-

presentaciones conformes

Recordemos que si f(z) = E an(z—2z9)", para |z — 29| < R, entonces,
n>0
derivando, obtenemos

n=~k
Sabemos que para todo k = 0,1, 2... las series tienen el mismo radio

de convergencia. En particular, como vimos antes, tenemos

8 (z9) = nlay,

0
k
Lo *)(20)
" k!
La serie de potencias de la cual comenzamos, se puede entonces escribir
como

) (4,

y se llama serie de Taylor en torno al punto z = z.

Consideremos ® : R — R una funcién posible de ser expresada en

terminos de una serie de Taylor, digamos

(I)(.Q?) _ Z fn(TO) (.CC . xo)n
n=0

n.

para |x — zo| < R (x € R), existe entonces una funcion analitica (tinica)

definida por
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para |z — 29| < R (2 € C) tal que f(z) = ®(x) para |z — 29| < R,

(x € R). La funcion f se denomina Extensién Analitica de ®.

Ejemplo 25. Conocemos la serie de Taylor de la funcion exponencial:

00
T E z"
e = —‘
n:
n=0

Se define entonces su extension analitica como:

X n

f) =3

n=0
Calculamos el radio de convergencia y observamos que esta serie converge

para todo z € C. Notemos ahora que

0 n—1 0 n—1 X _n
6= S = i = = 1)

y f(0) = 1. Luego, concluimos que f(z) = e* como se esperaba.

A continuacion analizaremos el concepto de prolongacion (o continua-
cion) analitica.

Sea R el radio de convergencia de una serie de Taylor de f(z) en torno
a un punto zp. Si |z — 29| < R, la serie de Taylor de f(z) en torno a otro
punto z; € D(zg, R) converge ciertamente para |z — 21| < R — |21 — 2.
Sin embargo, puede haber un radio de convergencia mayor R;.

Entonces, obtenemos como consecuencia, que se puede definir a la
funcion analitica f(z) como funcion, tambien analitica, en un dominio
mayor del cual comenzamos. Este proceso se conoce como Prolongacion
(o continuacion) Analitica.

Este concepto se entiende mejor a traves del siguiente ejemplo:
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Ejemplo 26. Consideremos la serie

Fz) = S (=12, (3.1)

Se ve facilmente que su radio de convergencia es 1. De este modo f(z)
esta definida para |z| < 1.

Consideremos ahora al punto z; = 1/2 que se encuentra dentro del
disco D(0,1).

Calculando los puntos correspondientes a a f(3), f'(3)... se obtiene

(n) . -
[(1) n(!zl) — %(%2)” y tenemos lo siquiente

o

& =3 2 ey

n=0

que corresponde a la funcion original f(z) en su expansion en serie de

Taylor en torno al punto z,.

Si calculamos su radio de convergencia obtenemos R = % De este

modo, hemos prolongado f(z) al circulo |z — %| < % que es exterior al

circulo original |z| < 1.
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Concluimos, después de un andlisis, que mediante una sucesion de
circulos podemos cubrir cualquier punto del plano z distinto del z = —1.

Queda asi definida f(z) como una funcion analitica para z # 1.
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Esto se conoce como Prolongacion Analitica.
De hecho, podemos concluir esto mismo de otra manera, observando

que en el ejemplo se tiene en realidad:

f(z) = 1—|1—z'

Pero esto, obviamente, no es la generalidad de los casos. Un criterio

muy importante que no demostraremos esta contenido en la siguiente

observaciAsn.

Observacion 27. El radio de convergencia R de la serie de Taylor de una
funcion f(z) en torno a zy es igual a la distancia de zy a la singularidad

mds prozima de f(z).

Veamos otro ejemplo:
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Ejemplo 28. La serie de Taylor

de la funcion real converge para |x| < 1, pero diverge para x = 1,

12

aun cuando es indefinidamente deriwvable para todo valor de x.

1+ 22
En efecto, observar que

oo

(1 =3 (-1
n=0 n=0

y por lo tanto diverge.
La explicacion radica en la prolongacion analitica de la funcion f(z) =
1

T2 que tiene singularidades en z = =i. Luego su serie de Taylor
z

Z(—l)"mQ" en torno a z = 0 tiene radio de convergencia R = 1.

Una observacion adicional es la siguiente definicion que se empezard
a usar mds adelante. Si R = oo, entonces la funcion f(z) es analitica

para todo z. Una tal funcion se llama entera.

Finalmente, analizaremos brevemente el concepto de transformaciones

conformes.

Definicion 29. Una funcion analitica f: 2 C C — C, se dice conforme

si f'(z) #0,Vz € Q.

Observacion 30. S f es conforme, entonces f preserva los dngulos.
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Capitulo 4
Integracion

4.1. Definiciéon, propiedades y Teorema de

Cauchy

Definicién 31. Un camino o curva reqular es una funcion
v :la,b] - C

con deriwada continua y no nula.

Si pensamos en las curvas como conjuntos de puntos en C entonces
trabajaremos con aquellas que son trazas de curvas regulares. Esto garan-

tiza la existencia de rectas afines tangentes.

Definicion 32. Un cambio de pardmetro es una funcion
g:la,B] = [a,b]
que es biyectiva y con derivada continua tal que g(a) = a y g(B) = .

64
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Ejemplo 33. 1) y(t) = (1 —t)p+tq, 0<t<1
v (t) = q — p describe una recta desde el punto p al punto q.

2) v(t) = zo + Re', t €[0,2x] describe una circunferencia de centro z

y radio R.
8) v(t) = (acos(t),bsin(t)), t € [0,2n] describe una elipse.
4) v(t) = (acosh(t),bsinh(t)) describe una hipérbola.

5)v(t) =a+bcos(t), tela,b] describe una cardioide.

Definicion 34. Sea f: Q) C C — C, se define

b
/mezjfmmﬂwt

donde 7y : [a,b] — € es un camino regular.

Proposiciéon 35. Si existe I tal que F' = f, entonces

/#@wzszw»—me»

Demostracion. Tenemos que

b
/f@ﬂzzu/fwwwﬁwt
F(y(b)) — F(v(a))

Corolario 36. Si existe I' tal que F' = [ y ~ es una curva cerrada,

entonces

Lf(z)dz = 0.
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Teorema 37. (De Green)

Sea €2 un dominio abierto y conexo, cuya frontera es regular, entonces

/MQ (Pdz + Qdy) = //Q (Z—g - ?9—];) dady.

Podemos escribir

frow - (g ap )<L (2- o

Q

_ // (—+z—>dazdy_22//£dazdy

Por lo cual, en notaciéon compleja, el Teorema de Green puede ser expre-

/ 2)dz = 22// —dxdy.
/Zdz = 2i // dxdy = 2i area ()
5y Q

Teorema 39. (De Cauchy) Sea f analiAytica en Q, entonces:

/y—anf(Z) dz = 0.

4.2. Foérmula de Cauchy

sado como

Ejemplo 38.

Teorema 40. (Formula de Cauchy) Sea f analitica en Q con frontera

reqular v y zp € €2, entonces
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21t ), 2 — 2o

Demostraciéon. Por el Teorema de Cauchy se tiene:

0:/ fz) . _ (2) dz—/ fz) ..
AN\D(z0,r)) # — <0 90 % — %0 OD(z9,7) 2 — 20

Luego

D4 o [ S0,
OD(zo,r

)Z—ZO

9N <= — 20

2 10
re” +zo9) . .
= f( - )zrewdﬁ
0 re

27
= z/ f (rew + 20)df — 2mi f (2)
0 r—0

Ejemplo 41. 1) Calcular/ 1dz, donde 7 es una circunferencia

22—
de centro —1 y radio 1.
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Podemos escribir la integral como

/7(z— 1)1(z+1)dzz/7;f)1dz

1
con f(z) = analitica en v y en su interior. Considerando zy = —1,
Z —_—
la integral toma el valor
: =1 .
2mif(—1) = 2@77(7) = —Ti

2) Si consideramos la integral anterior, pero con la region [, que

consiste de una circunferencia de centro 0 y radio 4, entonces podemos

1 1 1 1
/ 5 dz:—</ dz—/ dz)

con f(z) =1 analitica en 5 la integral toma el valor

escribir

S((2mif(1)) — (2rif(-1)) =0

Teorema 42. Una funcion f es analitica en €2 si y solo si para todo z

en € existe una serie de potencias tal que
o0
f(z) = Zan(z —20)", |z—2| <R
n=0

Demostracion. (<) Queda demostrado por lo visto antes.

(=) Dado z en un disco de centro 2y y radio 7 contenido en €2, empleamos

la formula de Cauchy para obtener:

f(z) = 271” /C g(iu)zdw, C(t) = 2o +re'.
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Observe que podemos escribir la siguiente identidad:

1 1 1

w—z w—zo[l—;%zz%]

o0 n

1 _
— Z(z %0) .|z = 20| < w — 2.
w — zp = (w — 2)"

Reemplazando en la formula de Cauchy obtenemos:

@]

f(z) = L'/OZ(Z—ZOWACZW

(w _ Zo)n+1

Corolario 43.

f(n)(z()): n'/c( f(2) d

4.3. Teoria del indice, homotopia y Teorema
fundamental del calculo

Comenzamos con la siguiente definicion:

Definicién 44. Sea v una curva cerrada, de clase C* y z € C. Se llama

indice de z con respecto a la curva v al nimero

1 1
Ind,(z) / dw.
, W

271 — 2z
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La expresion anterior es la formula de Cauchy con f(w) = 1. Reescri-

biendo tenemos que

b /
Ind,(z) = 2;2/61 7&)(? Zdt, v la,b] = C

Observacion 45. 1) El indice indica “el nimero de vueltas” (winding

number) que da la curva y en torno a z, si z € Int(vy).
2) Si z € Ext(y), entonces Ind(z) = 0 (por teorema de Cauchy).
3) Si Ind,(z) # 0, entonces z € Int(7y).

4) Ind,(2) € Z\ {0} si z € Int(y).

00 ®-

Definicién 46. Dos curvas cerradas cuyas trayectorias estan en un con-
Jgunto ) se dice que son homotopas en €2 si pueden deformarse continua-

mente entre si, sin que las deformaciones se salgan de €.
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&) (O

¥s

Esta figura muestra tambien el caso en que no se cumple la homotopfia,
pues el agujero impide la deformaciéon continua.

Mas precisamente, sea 2 C C y v y 71 curvas cerradas en §2. 7y es

hométopa a 7 si existe una funcion continua H : [a,b] x [0,1] — € tal
que H(t,0) = 7(t), Hla,s) = H(b,s) y H(t,1) = n(t),t € [a,b], en

tal caso se dice que t es una homotopia en €2 entre vy y 71 v se denota

Yo ~ 71-

] : : : '
| ] U
(0,0) X (10) f
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Teorema 47. (Invarianza del indice por homotopia) Si ) C C abierto, g

y 1 curvas cerradas en § tal que o ~ 1, entonces Ind,,(z) = Ind., (2).

Teorema 48. Si vy y 71 son dos curvas cerradas en £ y vy ~ V1, enton-

/%f(z)dz = /y1 f(2)dz

para cada funcion analitica f en ).

CES.

Demostracion. Se debe demostrar que f%\% f(2)dz = 0, pero esto se

sigue del Teorema de Cauchy. .

Los conceptos anteriores nos permiten dar la siguiente definicion de

manera formal.

Definicién 49. Un abierto 2 C C se dice simplemente conexo si es

conexo y cualquier camino cerrado en €2 es homotopico a un punto en 2.

Con la definicién anterior, estamos en condiciones de demostrar el
siguiente resultado que corresponde a la contraparte en variable compleja

del teorema fundamental del calculo.

Teorema 50. Sea () un conjunto simplemente conexo y sea f analitica

en €0 entonces existe F' tal que F' = f.

Demostraciéon. Sea z; cualquier punto en €2. Sea z € {2 y f un camino

en €2 desde zy hasta z. Definimos

F(z) = /ﬁ F(s)ds = /Z:f(S)dS-
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Primero veamos que F' esta bien definida, esto es, es una funcion. En
efecto, si v es otro camino desde zy hasta z, entonces el camino 5 — a va
desde zy a z y luego vuelve a 2y, por lo cual es un camino cerrado en €
que es simplemente conexo. Esto implica que 8 — « es homotopico a un
punto, digamos zy, que consiste del camino (cerrado) constante y(t) = 2.

Luego, ya que f es analitica, deducimos del Teorema 48 que

b
B_af(z)dz = Lf(z)dz :/a FOvO)Y (1)t =0,

[ esnis - /ﬁ f(s)ds =0,

esto es, F' es una funcién, o sea el valor que toma es independiente del

por lo cual

camino.

Ahora veremos que F’ = f. Se observara en la demostracion que sigue
que solo requeriremos que f sea continua. Esta observacion se utilizara
mas adelante.

Calculamos para h > 0:

(F(z+h}1_F(z)>—f(z) = %/:Mf(s)ds—f(Z)
1 z+h

Y A ORIIOI

Como el valor de la integral es independiente del camino, sea y(t) =
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z+th, t € [0,1], un camino desde z a z + h. Entonces por definicion:

z+h 1
[ v@=renas =5 [ 6w - e o

:/0 (f(z+th) — f(z))dt — 0

cuando h — 0 ya que [ es continua. Esto prueba el teorema. n

4.4. Logaritmos, Teorema de Morera y Prin-

cipio del Mo6dulo Maximo

Comenzamos con el siguiente resultado que clarifica conceptualmente

la nocion de logaritmo.

Teorema 51. Sea f una funcion analitica sin ceros, definida en un abier-

to simplemente conexo, entonces existe una funcion g(z) tal que

9 = f(2).

Esto es, existe el "logaritmo"de la funcion f lo cual se escribe simbolica-

mente como:

9(2) =In f(z).

/

f(2)

Demostracion. Consideremos la funcion , analitica por hipotesis.

Definimos

ON

712) = | o)



CAPITULO 4. INTEGRACION

75

es claro que g1 no depende del camino, pues {2 es simplemente conexo.

Por lo tanto g; es una funcion. Ademas

o ()
gl('Z) _ f(Z)

por el teorema anterior. Sea ahora h(z) := ¢9(*). Entonces

NN C RPN ()

asi se obtiene

luego
() =
y por lo tanto
h(z) _
)~

donde ¢ es una constante.

Por lo tanto h(z) = c¢f(z). Note ademas que ¢ # 0 pues h # 0.

Asi, tendremos

se satisface
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eI®) = f(2),
lo que demuestra el teorema. .
Ejemplo 52. Sea Q:=C\ {semieje real negativo}. Sea f(z) = 2. Enton-
ces f(z) es holomorfa y sin ceros en €1 simplemente conexo. Entonces

existe log(2?). Note que no se puede definir log(2?) en Q = C\ {0} pues

no es simplemente conexo.

Recordemos el teorema de Cauchy:

Lf(z)dz =0

si f es analitica y v el borde del camino donde f esté definida.

Nos preguntamos si existen otras funciones (que no sean analiticas)
con la propiedad anterior. La respuesta es no. Este es el contenido del

siguiente resultado

Teorema 53. (Reciproco del Teorema de Cauchy, o Teorema de Morera)

St f es una funcion continua definida en €2 y tal que

Lf(z)dz =0

para toda curva v en ) tal que v sea homotopica a un punto. Entonces

f es analitica.

Demostraciéon. Sea z; € ). Por hipotesis,

F(z) = /Z:f(w)dw
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estda bien definida en un disco |z — zg| < r contenido en 2. Ademas
F'(2) = f(2) (esto es, existe la derivada, ya que para ello basta que f

sea continua como vimos anteriormente).

Luego F'(z) es analitica (por definicion) y por teorema previo, obtenemos:
o0
F(z) = Zan(z —20)" |z—z| <
n=0
de donde
o0
f(z) = Znan(z —2)" |z — 2| <1
n=1

Pero entonces f se puede representar como una serie de potencias. Es-
to implica, por teorema previo, que f es analitica, lo que demuestra el

teorema. n

A continuacién, veremos varios resultados teoricos muy importantes

de la teoria de variable compleja.

Teorema 54. (Principio del médulo Mdximo) Sea f andlitica en € y
continua en 0S), entonces |f(z)| no puede alcanzar su mdximo en Q, a

menos que f(z) sea constante.
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Otra manera de escribir el resultado es la siguiente:

28U@H=gg§ﬂwﬂ

Demostracion. Observemos primero que |f(z)| constante implica f(2)

constante. En efecto. Escribamos:

f(z) =u(z,y) +iv(r,y), 2=x+iy

entonces es claro que

1f(2)]? = u(z, y)* + v(z,y)>

Ya que por hipotesis | f(z)| es constante, obtenemos
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0= 2 _ 900,30 0) + 2000,) 5 2,0)
0— %@/)” _ 2u<x,y>g—;<x,y> n zm,y)g—;@,y)

Asi tendremos que

ou
O—U%‘FU
O:ug—z+v

ov

oz

dy

79

Ya que f es analitica, se satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann,

obteniendo
@ _Ov
or Oy
y
ou _ _Ov
oy  Ox
Reemplazando, obtenemos
0= u% + v@
0z ox
y
0= —u@ + v@
Oz ox

o bien, en forma de matriz:
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Distinguiremos dos casos:

. Caso 1: u? +v? = 0 (determinante de la matriz es cero).
Entonces se tiene directamente:

|fI? =u%+v?> =0, luego f =0y es por supuesto constante.

. Caso 2: u? + 02 # 0.

ou ov
Entonces — =0 — = 0.
ox Y or
Ademaés, por las ecuaciones de Cauchy Riemann, concluimos que también
ou ov

se tiene — =0 y — = 0.

dy dy

Por lo tanto, concluimos que u(z,y) = cte y v(z,y) = cte.
Se deduce que f(z) = cte. Esto prueba la afirmacion.

Supongamos ahora que |f(z)| alcanza su maximo en € y que no es idén-
ticamente constante. Queremos llegar a una contradiccion.

Por nuestra suposicion, existe zy € 2 donde |f(2)| es maximo.

Sea 7 la frontera de un circulo de centro zy y radio r contenido en €2

(que es abierto). Entonces, por nuestra suposicion, se tiene

| (20 4+ re®)| < | f(20)]

para cada 6 € (0, 27).

Observemos ahora que la formula de Cauchy implica:
1 1 2 _
f(z) = G f(z0 +re®)db,

2mi )., s — 2o 2 Jo

donde hemos escogido v(t) = 29 + re’, t € [0, 27].

Entonces
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1 27 ‘ 1 27
£l < o [ 1#Ga+reias < 5= [ 1 Golds = 1)

lo cual implica que

1

2T ‘
| f(20)] = %/0 | f(z0 + T629)|d9.

Lo anterior es lo mismo que escribir:

3 [ (U7t = 1+ re))as =0

donde el integrando es una cantidad positiva, por nuestra suposicion.

Luego debe ser cero, esto es:

[f(20)| = | £ (20 + re”)]

para cada r > 0. Pero esto implica entonces que |f(z)| es constante. Por
lo demostrado en la primera parte, esto dice que f es constante, lo cual
es una contradiccion. Esto prueba el teorema.

Una forma interesante de reescribir el principio del médulo maximo

es la siguiente:

Corolario 55. Si f(z) es analitica en ) y continua en 02 y si |f(z)| <

M sobre O$) entonces |f(z)] < M en ), a menos que f(z) sea constante.

4.5. Principio de Reflexion de Schwartz

Un siguiente resultado importante de la teoria de variable compleja,

que constituye una aplicacion del teorema de Morera, es:
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Teorema 56. (Principio de reflexion de Schwarz) Sea f una funcidn
analitica definida en un abierto Q con [a,b] C 09, f ademds continua
en QJ[a,b]. Suponemos que f(x) es real si a < x < b. Entonces f
se puede extender analiticamente al dominio ¥ = QJQU[a,b] donde

O :={z/z € Q}. Ademds, en Q se tiene que f(z) = f(7).

Demostracion. Definimos

f(z) sizeQ
ﬁ sizeQ

ES

Para demostrar que f* es analitica en €2* ocuparemos el Teorema de
Morera. Para ello, calculamos fv f*(2)dz donde v es una curva en Q*
homotopica a un punto. Debemos demostrar que la integral es 0.

En efecto, si v esta completamente contenida en € 6 Q no hay pro-

blema y es claro que la integral es 0. Luego, hay que analizar el caso en

que 7y se encuentre en ambas.
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| —
-~ Kt
.'-,‘l
\
N

En este tltimo caso, separamos 7 en dos caminos. Puesto que la inte-

gral sobre cada uno se anula, se obtiene:

/f dz—lg%/kf(z)dz—kli_r)%/ f(2)dz=0

V2e

Luego por el teorema de Morera, f es analitica. n

Observacion 57. Da lo mismo hacer una reflexion sobre el eje real o bien
en una recta cualquiera. Por lo tanto, si f estd definida por ejemplo en un
rectangulo, por el principio de reflexion de Schwartz, es posible extenderla

a todo el plano. Andlogamente se podria hacer con un tridngulo.

Proposicion 58. (Desigualdad de Cauchy) Sea f(z) una funcion anali-

tica en C (entera). Entonces

F2(0)] < ()

rrrn

donde M(r) = max,—.|f(2)|.
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Demostracion. Aplicando la formula de Cauchy para zy = 0, se tiene

F®(0) = nl f(Z)dZ

271"1: C Zn+1

donde C es el circulo z = ¢ con 7 > 0y 0 < 6 < 27. Aplicando la

definiciéon, se obtiene

|2 i | 27 i0
)= | [T S0 g < L[]
‘f (0)‘ - 271'2/0 rn+lei(n+1)07"26 df S 21 0 rn d0
! 271' !M
< n M(r)/ df = n (T)
2rrn 0 rr

Teorema 59. (De Liouville) Sea f(z) una funcion analitica, entera y

acotada, entonces f es constante.

Demostracion. Como f es acotada

) < Zar

rn
donde M = sup.cc|f(2)|.
Luego haciendo r — oo se obtiene f(0) = 0 para n > 1.

Como f es analitica,

. fn) !
f(z)zzf (O)z":f(0)+f(0>+...
n=0

n! 1!

Luego f(z) = f(0), por lo tanto f es constante. .

Teorema 60. (Fundamental del Algebra) Todo polinomio no constante

p(2) = ap2" + ap_ 12"+ ...+ ag con a, # 0 tiene n raices en C.
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Demostracion. Basta demostrar que tiene una raiz (luego se divide por
ella y se obtiene un polinomio de grado menor donde se aplica de nuevo
el resultado ).

Supongamos, por absurdo, que p(z) no tiene ninguna raiz en C. Entonces
la funcion h(z) = L es analitica en C (entera). Vamos a demostrar que
h(z) (y luego p(z)) es constante. Para ese objetivo, usaremos el teorema

de Liouville y basta probar que h es acotada.

En efecto:
, 1 i 1
lim —— = lim
2—00 p(z) z—=00 A" + ...+ ag
t’rL
= lim
t—0 a, + ap_1t + ...apt"

=0

Luego, dado € > 0 existe R > 0 tal que para cada |z| > R se tiene

Por otra parte, si |z| < R entonces |h(z)| < M, pues h es continua y el
conjunto {z : |z| < R} es compacto. Por lo tanto |h(z)| < e + M para

cada z € C. Luego h es acotada. .

Teorema 61. (Valor Medio) Si f es analitica en un abierto 2 y zy € Q

entonces
1 27‘(’ )
f(z0) = — f(zo+ rela)dH,
27T 0

para cada r > 0 tal que D(z,r) C L.
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Demostraciéon. Usamos la formula de Cauchy

LG,

2m Jo 2z — 2

f(Zo) =

donde C es el circulo z = zy + re’ con 0 < 6 < 27.

Entonces, por definicion:

1 (7 flzg+re?) o
= . “do
f(ZO) i ; 7“6’9 rie
1 2T '
=%/ f(z0 4+ re)do.

86



Capitulo 5

Métodos de mtegracion y

aplicaciones

5.1. Desarrollo en serie de Laurent

Teorema 62. Sea f(z) una funcion analitica en un anillo (o corona)
r < |z—z)| < R. Entonces f(z) se puede representar por una serie de la

forma

F2) = an(s— z0)" + Z%

n=0 n=1
que converge uniformemente en compactos de ese anillo. Ademds:
(1) La primera serie converge en |z — zy| < R;
(2) La sequnda serie converge en |z — zp| > 7.
Demostracion. Sean 71 y 7» circulos de radios ' y R’ respectivamente,
conr <r' < R <R.

87
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Por la formula de Cauchy en el anillo 7’ < |z — 29| < R’ se tiene:

1 [ f(s)

1) = 2T s—zds
v
L fs) 1 f(s)
T oor 723—zds 27r[hs—zd8

con y =y — Y.
Procedemos ahora como sigue:

. En 49: Observe que para s € 42 y z en el anillo, siempre se tiene |s—zg| >

|z — 2p|. Por lo tanto, usando la serie geométrica, podemos escribir:
1 1

s —z S—2zytz— =%
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B 1 1
s—zl—=0
0 1 .
= ;—(S—ZO)”"H (Z—Zo) .

Entonces, integrando término a término y procediendo como en demos-

tracion de teorema anterior (serie de Taylor), se obtiene:

1 o
2mL =2 (== 20)"

n=0

. En ~1: Observe ahora que, para s € 71 y z en el anillo, se tiene |s— 2| <
|z — zg|. Por lo tanto, podemos escribir:

1 1
s —z 3—120+201—z

20— 2 (1 + =20

Z0—=%2

1 1

20 —z(C1>O— =)

-1 (s — zp)"
N z—zoz(z—zo)"

n=0

(0.¢]

" 1
= — Z(S - Zo) —(Z — ZO)"+1'

n=0
Integrando término a término, lo cual es justificado por la convergencia

uniforme sobre compactos de la serie, se obtiene:

-1 [ fs) , ) L
211 /W1 (s — z)ds B (277@ /71 F(s)(s = z0) ds) (z — zo)"H!
1

— o n ld -
(2m %f (5 = 2) ° (z — z)"

Esto prueba el teorema.
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Observacion 63. De la demostracion del teorema anterior se nota que:

be = —— [ F(s)(s—2)" ds

2mi "
conk=1,2,3,...
Hay tres posibilidades:
1) b, = 0 para todo k = 1,2,3,.... En este caso, la funcion [ es
realmente analitica en |z — zo| < R. Se dice en este caso que f tiene una

singularidad removible en zy.

2) by = 0 para todo k > m y b,, # 0. En este caso, f tiene la forma:

b, by
fz) = (2 — 20)" et (2 — 20)

+ag+ a1 (z— 2) + ...

y se dice en este caso que [ tiene un polo de orden m en z.

Ademds :

L
(z—20)" 7 (2—20)

se llama parte principal de f y

by = f( )ds = Res (f, )

2mi
se llama el residuo de f en z.
3) Hay infinitos by # 0. En este caso se dice que f tiene una singu-

laridad esencial en zp.

COS 2

Ejemplo 64. 1) Hallar el desarrollo en serie de Laurent de f(2) = —
z

en torno a zo = 0.
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Note que:

1 1 z 23

f(Z):;—E—FI—ﬁ—F...

Luego f(z) tiene un polo de orden 3 en zy = 0.

Yz en torno

2) Encontrar el desarrollo en serie de Laurent de f(z) = e
a zo = 0.
Se tiene:
X n 2 3
w _NU von
e _Zn! =ldu+tordorto

Entonces

61/2—1_}_1_}_L_|_L_|_
N z 2220 2331 T

1/z

Luego e'/* tiene una singularidad esencial en zo = 0.

5.2. Teorema de Casorati- Weierstrass

El mejor resultado conocido respecto del comportamiento de las sin-

gularidades esenciales, es el siguiente Teorema.

Teorema 65. (Casorati-Weierstrass) Sea zy una singularidad esencial
de f(z). Entonces la imagen de cualquier vecindad de zy es densa en el

plano complejo C. Es decir, f(D(zy, 7)) = C para cada r > 0.
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Demostraciéon. Supongamos lo contrario. Entonces existe un 6 > 0
e >0y wy € C tales que |z — 2| < § implica |f(2) — wo| > €.

Consideremos

Claramente h es analitica en D(zp,d). Sin embargo, observe que h es
acotada:

h(e) < -

, 2 € D(2,9).
Esto implica que h(z) es también analitica en 2, pues tiene un desarrollo
en serie de Laurent, y si tuviera un nimero infinito de potencias de z —
z negativas, entonces no podriAna ser acotada. En otras palabras, si
suponemos que:

b_o b_q

h(z) =...+ (2= ) + (= — =) + by + b1(z — 29) + ba(z — 29)" + ...

siendo |h(z)| < 1 para todo z € D(z,4), esto implica necesariamente
queb_1=b_9=..=0.

Concluimos, por lo tanto, que:
h(z) = by + bi(z — 2) + ba(z — 29)* + ...

En particular, esto nos dice que h(z) es analitica en z y, de su definicion,

podemos escribir:

1

f(Z) = b() + bl(z — Zo) + bQ(Z — 20)2 + ...
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Es claro que debe existir un n € Ny tal que b, # 0 (de otra forma h
seria la funcion cero, lo que no puede ser por su propia definicion). Por lo

tanto, tendriamos:

f(2) 1
Z)—wy =
0 bu(z — 20)™ + bpr1(z — 20)" T+ ...
B 1 1
bu(z = 20)" (1 + 22 (2 — 29) + ...)
1
BCEE R
€o €1
L =
uego f(z) = wy + bz — )" + bz — 2] +
Por lo tanto, f tiene un polo de orden n en zy. Contradiccion. u

En lo que sigue, estudiaremos principalmente una clase especial de

funciones analiticas, que se definen a continuacion:

Definiciéon 66. Una funcion f se dice meromorfa en §2 si es el cuociente

de dos funciones analiticas, esto es: f = P donde q#0.

Observacion 67. Las singularidades de una funcion meromorfa f =
p/q, corresponden a los ceros de q (pueden ser polos o singularidades

esenciales).
El teorema siguiente es importante para la proxima seccion.

Teorema 68. Los ceros de una funcion analitica estan aislados (son

discretos)
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Demostraciéon. Sea z; € Q tal que f(z9) = 0, entonces existe una

vecindad de zy tal que

o0

f(z) = Zan(z — 20)" = ay(z — 20) + aa(z — 2)* + ...

n=0
Sea ng el primer entero tal que a,, # 0 en la serie anterior, entonces

podemos escribir

f(2) = (2= 20)" (an, + anyr1 (2 — 20) +...)

gz;)

Afirmamos que hay una vecindad de zy donde f(z) # 0 excepto por 2z,

lo que dice que zj esta aislado.

En efecto : Si no fuese asi, existe una sucesion z, — 2y tal que f(z,) = 0,
esto es una sucesion de ceros z, de f, distintos de zy, que converge a z.

Entonces, reemplazando en la identidad anterior, se debe tener
0= f(2n) = (20 — 20)"9(zn)

Ya que z, # z se debe necesariamente tener g(z,) = 0 para todo n.
Como ¢ es analitica, es continua. Luego, por continuidad, se debe tener
an, = ¢(z0) = 0. Esto contradice que a,, # 0. Por lo tanto, 2, esta

aislado. .

5.3. Residuos

Uno de los resultados més importantes de este curso, es el siguiente

teorema.
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Teorema 69. (De residuos) Sea f meromorfa en 2. Sea K compacto en

Q con borde . Entonces

1 n
— dz — R .
s | £2)z =D Res(f. )
=1
Antes de demostrar este teorema, probaremos la siguiente observacion,

que nos dice que la suma finita del lado derecho tiene sentido.

Observacion 70. Hay solo un numero finito de singularidades de f en

K.

En efecto, si no fuese cierto, tendriamos una sucesion (infinita, de
puntos distintos) de singularidades z, de f = p/q que corresponden a
los ceros de la funcion analitica q, esto es q(z,) = 0. Por el teorema
de Bolzano-Weierstrass (aplicado a cada componente de C = R x R),
esta sucesion (z,) de ceros de q posee una subsucesion convergente, esto
es, tendra un punto de acumulacion zy en K y luego en ). Como q es
analitica, luego continua, se tendra: q(zp) = 0. Pero entonces q es una
funcion analitica con un cero que no es aislado, lo que contradice teorema

anterior.

Pasemos ahora a demostrar el teorema de residuos.
Demostracion. Sean C; pequeios discos abiertos de radio €; en torno a
cada singularidad z;, de manera que estos discos queden en el interior de
K. Es claro que funcion f(z) es analitica fuera de la union de esos discos.
Sea 7; el borde de cada uno de ellos. Aplicando el Teorema de Cauchy, se

tiene:

/ f(2)dz =0
NUJCi
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Luego

donde en la ultima igualdad hemos aplicado la formula de Cauchy a cada
disco, individualmente.

El siguiente resultado nos da un primer criterio practico para encontrar

residuos.

Proposicion 71. Si f(z) = ——= meromorfa, es tal que p(zy) # 0,
q
q(z0) =0 y ¢'(20) # 0. Entonces

p(Zo)

feslhha0) = )

Demostracion.

q(z) = q(20) + ¢'(20)(z — 20) + ... = ¢ (20) (2 — 20) + ...

Por lo tanto, 2y es cero de orden 1 de ¢(z). Es decir, 2y es un polo de

orden 1 de f.

Entonces
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(2 — 20)p(2)
(Z - ZO)f(Z) - 7 )2
¢'(z0)(z — 20) + (ZO)(; o 4.
_ p(2)
q'(20) + d (zo)(;' ) +

Luego

lim (= — 20) (2) = 5(()) |

Por otra parte, ya que ahora sabemos que zy es polo de orden 1, por la

expansion en serie de Laurent de f en torno a zy, se tiene:

a_
f(z) = L bag+ai(z— )+ ...
Z — 20

Asi
(z—20)f(2) = a_1 + (2 — z)ap + a1(z — z)* + ...
Luego
lim (= = 20)/(2) = a_y = Res(/, ).

Por lo tanto

Res(f, zy) =

Ejemplo 72. Calcular el residuo de tan z en zy = 7/2.
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Sin z

Tenemos que tan z = , donde p(z) =sinz y q(z) = cos z. Note que

COS 2

p(z0) =sin(w/2) =1#0

q(20) = cos(m/2) =0

¢ (z) = —sin(n/2) = —1

Asi obtenemos que

1
Res(tan z,7/2) = — = —1.

5.4. Principio del Argumento y Teorema de

Rouché

A continuacion veremos algunas consecuencias importantes del teore-

ma de residuos.

Teorema 73. (Principio del Argumento) Sea f meromorfa en el interior
de una curva . Sean ay, as, ...a, los ceros de f y by, ba, ...b,, los polos de
f.

Entonces
n m

%/VF(Z)]}/((ZZ))CZZ = ZF(%‘) - ZF(bz),

1=1 1=1

para cada funcion holomorfa F(z).

En particular, si F(z) =1 se tiene:

1R

, dz =n —m.
2mi J, f(2)
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Demostraciéon. Sea a uno de los puntos a; o b;. Por lo que hemos visto

anteriormente, en cualquier caso, tenemos:
f(z)=ay(z—a)’(1+bi(z — )+ ...)
donde v es el orden del cero o polo en a; o b; con v € Z. Entonces:
f'(z) =va,(z — ) '+ ...

Luego

F)
) G-a)

Por otro lado, como f es analitica, se tiene

F(z)=F(a)+ Fl(a)(z — a) + ...

Asi
() _ vF()
f(z)  (z—qa)

Lo anterior nos dice que:

+vF'(a) + ...

f'(2)
f(z)

Finalmente, por el Teorema de Residuos, obtenemos:

Res <F ,a> = vF ()

1 '), < -
| F(2) ) dz—;F(ai) —;F(bi)

v

Continuamos con el siguiente importante resultado:

Teorema 74. (de Rouché) Sea OS2 el borde de un dominio 2 y sean f y
g analiticas en Q tales que |f(2)| < |g(2)| para cada z € 0. Entonces

f(2) 4+ g(2) y g(2) tienen el mismo nimero de ceros en €.
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Demostracion. Por el Principio del Argumento, basta probar que

[ 9y, [ UELEo),
0 o0

0 9(2) (f(2) +g(2))
Esto es:
J(z)  (f(z) +9(2) ) =
Ag(ﬂ@ <ﬂ@+gu»d>‘”
o bien
f(2)g'(z) — Q(Z)f’(Z)dZ _0
oo (f(2)+9(2))g(z) '

En efecto: Tenemos en 02 por hipotesis:

< 1.

‘M
9(2)

Lo anterior implica que la imagen de 9€2 bajo 1 + i estéd en el disco

()

teorema de Cauchy, se tiene:

/ (5)/(2) dz = 0.
0

ol+1(2)

D(1,1), pues < 1. Entonces 1 + ! % 0en Q y por el
g

Lo anterior es equivalente a:

(2)9(2) = 12)d (=)

=0
oo (1+1E)g2(2)

esto es

F(9() ~ 12 =),
o )+ ez

Esto prueba la afirmacion y el Teorema. n
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5.5. Aplicaciones al calculo de integrales

Comenzamos esta seccion estableciendo un criterio préactico para el
calculo de residuos en el caso que estos sean polos de orden n.
En primer lugar, hemos visto que si f tiene un polo simple (orden 1)

en zg entonces

a_
f(z):z 1z +ag + ai(z — 20) + as(z — 2)* + ...
— 20

Note que:
(z—20)f(2) = a1 + ap(z — 20) + a1(z — 20)* + as(z — 2)% + ...

Luego:
lim (2 — 20) f(2) = a—1 = Res(f, z).

Z—r20

Por otra parte, si f tiene un polo de orden 2 en zy, se tiene:

a_- a_
f(Z) = (z — 20)2 + s —120 + ap + al(z — Zo) + CL2(Z — 20)2 + ...

Luego:
(2 — zo)Qf(z) =a_s+a_1(z— 2) + ap(z — 20)2 a1 (z — 2)° + ...

Note que:

d 9 _ 2
L) f(2)] = a1+ 2a0(z — 20) + 3a1(z — 20)” + ...

Luego:

lim (20 (2)] = a1 = Res(7, z).
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Continuemos con un polo de orden 3 en zy. Se tiene:

a_s a_9 a_1 9
= + + +ap+ai(z— 29) +az(z —20)* + ...
f(2) CEy R P i —— ag+a1(z — z) +az(z — 2p)

Luego:
(2 —20)°f(2) =a_g +a_s(z — 20) + a_1(z — 20)* + ap(z — 2)> + ...

Por lo tanto:

%[(z —20)°f(2)] = a_g +2a_1(2 — 2) + 3ag(z — 2)* + 4a1(z — 29)° + ...

Derivando una vez mas obtenemos:

d2
) (z—20)%f(2)] =2a_1 + 3 - 2a9(z — z) +4 - 3a1(z — 20)* + ...

Obteniendo finalmente:

2
b (2 — 20)°f(2)) = 20y = 2Res(f. ).

En general, se tiene la formula:

1 dk—l

Res(f, z0) = k=1 lim (e = 20)" f(2)]

Continuamos ahora con algunas aplicaciones del teorema de residuos

al calculo de integrales de funciones de variable real.

Sea A,(z) v B,(z) dos polinomios de grado p y ¢ respectivamente. Sean

Ap(2)
By(2)

(ax) los ceros de By(z) y sea: f(z) = . Entonces f es una funcion

meromorfa.
A continuacién analizaremos varios criterios generales.

(I) Suponga que B,(z) no tiene ceros reales y ¢ > p + 2. Entonces:
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+00 f(x)dx = 2mi Z Res(f,a;).

Im(a;)>0

En efecto: Sea vy el arco de circunferencia vz(t) = Re; 0 <t < 7. Si

R es suficientemente grande, se tiene por el teorema de residuos que:

R
/_R f(x)dx + | f(2)dz = 2mi Z Res(f,a;)

Im(a;)>0
y luego el resultado se sigue del Teorema de Residuos si probamos que:

f(2)dz — 0, cuando R — o0. Para esto, ocuparemos el siguiente

TR
Lema que es mucho mas general:

Lema 75. Sea g(z) continua en el sector {z = pe'; p > Ry; 6, < 6 <

6y}. Si ocurre que lim (zg(z)) = 0, entonces:
Z—00

lim g(z)dz = 0.

R—o0 R

En efecto, note que si el Lema es verdadero, entonces se tiene
Ap(2)

ZB{J(Z) .
polinomio de grado p 4 1
polinomio de grado ¢

2f(z) =

= polinomio de grado p+1—¢ < —1

~ — — (0 cuando z = o0
z

lo que prueba el criterio (I).
A continuacién probaremos el Lema.
Demostracion. Sea el camino 7,(t) = pe' con t € [0, 6,]. Entonces:

92
/ | / ,06 pze“dt‘
o/

p
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0
< /Qypg (pe")|dt —s 0
61

pP—00

+00 £C2 T

Ejemplo 76. Demostrar que /_oo i x4da: = \ﬁ

Solucion: Sea 2*> = Ay(2) y 1+ 2% = By(2), entonces
2 A(»)
- 1+Z4 N B4(Z)

f(z)

Note que las raices de By(z) = 1+2z* corresponden a aquellos z € C tales

que 2* = —1, y explicitamente son:

iz Bim Sim Zin
271 =¢€4; Zp=ed; zg=e€e1; zg=e€1.

2

Ademds, f(z) = ( 2 . Luego, las singularidades (polo de

z—21)(2—22)(2—23)(2—24)

orden 1) que estan dentro de la semicircunferencia superior son: zy y zs.

Calculemos los residuos en cada uno de esos puntos.

14 . _p(zl>_Z%_ll_1—Tm
Resth ) = (e~ = 53 = = G = o

Por otro lado, el residuo de f respecto a la sequnda singularidad es:

1 —3im

lfie.:'s(f,ZQ):Ze?51
/+OO x2 d QWi[—Tm+ #] ™
" r=—1le e = —.
coo 14t 4 V2
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5.6. Otros criterios para el calculo de inte-

grales

El segundo criterio general que estudiaremos es el siguiente:
(IT) Suponga que B,(z) no tiene ceros reales y que ¢ > p+1y A > 0.
Entonces:

+oo

f( AT 9o Z RGS z)\z )

Im(ag)>0
En efecto, por el Teorema de Residuos, se tiene:
R . .
/ f@)e™de + [ f(2)e™dz = 2mi Z Res(f(2)e™, )
—R TR Im(ag)>0

donde la justificacion que la integral sobre v va a cero cuando R — oo

se da por medio del siguiente Lema de caracter mas general.

Lema 77. Sea g una funcion continua en un sector del semi-plano su-
perior {z = pe?/p > R;0; < 0 < 0}, donde 0 < 0; < 0y < 7. Si

lim ¢g(z) =0 y A > 0, entonces:

Z— 00

lfim g(2)e™dz =0
R—o0 R

Demostraciéon. Sea yp(t) = Re”, con t € [01,6,]. Entonces:
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/ g(Rezt)ez)\Re Rieztdt‘
0,

A ‘
< /0 |g(Re™)|

0
— / ’ |g(Rezt)| |ei)\Rcost| ’e—)\Rsint| R |i6it‘ dt
2

/ g(2)e™dz
TR

ez’)\R(cos t+isint) R,L'eit dt

— / |g(R62t) | Re—)\RSintdt
01

y Re Misint 5 () cuando R — oo, ya que ARsint > 0 pues t € [0,6,] C
[0, 7]. Luego:
92 . .
/ | g(Re™) | Re Msintqt — 0,
61
cuando R — oo. Esto prueba el Lema. n
coSx e’

+00
Ejercicio 78. Calcular/o mdaz. Ayuda: Usar f(z) = m

2m
(IIT) Calcular / R(sin x, cos x)dx, donde R(x,y) es una funcion racio-
0
nal de dos variables reales.

Solucién: Se puede escribir como

z—7Z z24+zZ\ 1
R —d
/|z|=1 ( 2% ' 2 )zz :

y esta tltima se resuelve con ayuda del Teorema de Residuos.

27
1
Ejemplo 79. Calcular el valor de I = / —— dx, donde a > 1.
0 a-+cosw
Solucion: Ocupando que cos(x) = it Z, se tiene:
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/271’ 1 ; / 1 ld / 1 dz
— dr = ——azZ = T
0 a-+cosz |Z|:1a+%lz |2|=1 (a+§+%) iz

2 1

— d
i/|z|:12az+z2+1 -

Notar que:

—2a £+ V4a? -4
P2 4+22+1=0 & z= ¢ 2a = —a*xvVa® -1,

donde solo z1 = —a++Va?> — 1 queda dentro de la circunferencia |z| < 1,
pues zo = —a — Va? — 1 esta fuera ya que a > 1.

Luego, por el Teorema de Residuos, se obtiene:

2 1
I = —2mR
1 e es (2az+z2+ 1’Z1>

1 47 2
= 47 lim = = .
ron 2 — 2y 21— 22 a? —1

gpgg tiene un polo simple ag sobre el eje
q

(IV) Supongamos que f(z) =
real. Sean ¢ > p+ 1y A > 0. Entonces:

400
f(z)e?dr = 2mi Z Res(f(2)e™, ay) + imRes(f(2)e™?, ag).
- Im(ax)>0
Demostracion.

Dados, R > 0y 0 < e < R, denotamos por g la frontera de la region
limitada por el eje real y las semicircunferencias vr y ag + 7. orientadas

positivamente.
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Para R suficientemente grande y ¢ suficientemente pequefio, el Teorema

de Residuos nos dice que:

(2)e™dz = 2mi Z Res(f(2)e™, ay)

TR Im(ar)>0

Observamos ahora lo siguiente:

(2)e™dz = /ao—e f(:zs)eimda:+/ f(2)e™dz

,YR,E _R ’V&‘,O
R . .
+ f(x)e™dx + / f(2)e™dz
ap+e YR

Por el lema visto anteriormente, la ultima integral es 0 (ya que A > 0y
q>p+1).

Afirmamos que:

h’m/ g(z)dz = —im Res (¢(2), ap) ,

e—0 Yeo
donde g (z) = f (z) €%
En efecto, como z = ag es polo real simple de g(z) se tiene:

b
g(Z) = (Z —1CL0) + co + Cl(Z — CL()) + 02(2 — CL())2 + ...

donde b; = Res (g(z), ap). Si consideramos:

b

(Z — ao) = bo + bl(z — a()) + bQ(Z — a0)2 + ...

h(z) = g(z) -

tenemos que h(z) es analitica en z = ag, 0 sea, z = qg es singularidad

reparable de h(z). Por lo tanto, existe M > 0 tal que:

| h(2) |< M, |z—ap|<1.
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Luego, definiendo 7. o(t) = ag + e, t € [0, 7] se tiene

/%,0 h(z)dz

= M/ edt = Mern
0

Por lo tanto h’m/ h(z)dz = 0.
Ye,0

e—0

Como queremos probar que h’m/ g(z)dz = —imRes(g(z), ap), obtene-

e—0 Ve

mos de lim h(z)dz = 0 que:

e—0 Ve

lim g(z)dz = b lim

e—0 Y0 e—0 0 R a() .
= Res(g(z ) ap) lim dz
e=0 Ve, 0 Z— Qo
Donde:
7r -_— .

lim dz = lim _itez’e”tdt = —IT,

e—=0 Yeo 2 00 e—0 Jo €e
esto prueba la afirmacion y el resultado. .

T simax T
dr = —
2

Ejercicio 80. Demostrar que /
0 X

(V) Consideremos
+0o0
/ 2 f(x)dr; 0<a< 1.
0

Suponemos que f(z) no tiene polos en (0,00) y que se cumple:

a) lim | 2°f(2) |=0.

Z—00
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b) lim | z2°f(2) |= 0.

z—0
Entonces:
/0 " f(2)dr = 1_—7;;”,& Z Res(2*7 1 f(2), az).
ak#o
Siendo 271 = el@=11o8:(2) donde log, (2) es la rama del logaritmo definida

en C\ (0,00) con 0 < 0 < 2.

Demostraciéon. En una figura tipo cerradura, se considera su borde que
se denota yp ...

Por el Teorema de Residuos, tenemos que :

f(2)2" tdz = 2mi Z Res(f(2)2" 1, az).
YR,r.e ak#o
Entonces:

R
f(2)2 e =

TYR,r,e

f(:c):c“_ldx+/ f(2)2" dz

TR

Tf(x)( SRR ICERE

R
R
f 20 1d£L’—/ f 20" 1 27rza 1)d£U
f()aldz+/ )aldz
R

1 — 27ma / f a 1d$

f(z)2% 1dz+/f( )2 tdz
Yr

_+_
—

I

+
S~

R
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Donde:

2m
/ Ra—lei(a—l)tf(Reit)Rz-eitdt‘
0

/ 27 (2)dz

TR

2
/ R“ f(Re”)emtidt‘
0

2m
g/o |Rf (Re")|dt —— 0.

Esto ocurre, ocupando la primera propiedad: lim | z*f(z) |= 0.
Z—>00

Anélogamente, si ocupamos la segunda propiedad:

/ 27U (2)dz — 0,
r—0

Tr

Ya que el lg% | 2°f(2) |=0. .

5.7. Formula de Poisson

Recordemos que D = {z € C : |2]| < 1}.

Sabemos que si f es analitica en ID, entonces por féormula de integral de

1) = g [

- 2mi ), (w— 2)

Cauchy tenemos

siempre que |z| < 1 donde y(t) = € con 0 < t < 27.
1

Sea z; = —, con z € D. Entonces
z

0= 1/ UGN

o
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De lo anterior obtenemos que

flz) = 1./ S0 gy 1,/7(16( W)

271 )., (w — 2) 271

_ ?]( L) f(w)du

21rz - (w (—‘ TQ) 1()w _
" 2 L (w—2){wz — 1)) W)™

Donde la ultima igualdad se justifica por lo siguiente:

11 :(w—%)—(fw—z)
w— 2 w—% (w—z)(w—%)
CEDITE

22 — 1

(w—2)(wz —1)

Luego
1 27 ‘Z|2 1 . .
= - . . “edt
/() 211 Jo (et — z)(eZ — 1)f(e Jie
1 27 ‘Z|2 -1 ”
= — . . “dt
or )y G-tz —1 )
1 2w 1 . 2 .
- — |Z|_ f(ezt)dt

2 Jo (e7z —1)(e?Z — 1)

Si ponemos z =re? con r<1 y 6¢€[0,27], entonces

frety = 2 [T e

o le=itrei? — 1|2

R .
= “dt
/ ‘T’GZ 0-t) _ 1|2f(€

:_/ o) dt
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1 — 2
donde P,(x) = ﬁ y es llamado ntcleo de Poisson.
—rev’
Observemos que calculando obtenemos
1 — 72 1 —r? 1 —r?
P(e) = s = L o
1 —re2 (1 —re®) (1 —re™®) 1—r(e ™4 e7®)+r?

Notemos que P.(z) € R para todo z, luego si u = Ref, entonces

u(re) = QL /27‘(‘Pr(9 — t)u(e)dt

™ Jo

~ Y ANV ~ A

periodo 2. También P,(x) > 0 para r < 1.

Lo anterior podemos generalizarlo a un disco D(zy, R).

Teorema 81. (Fdrmula integral de Poisson) Sea f analitica en D(zy, R)
y continua en D(zy, R). Entonces si z = zy+re con0<r <R

1
o

£(2) /O " PO — 1) f(z0 + ReM)dt.

Siu = Ref, entonces

. 1 [ .
u(zg + re'?) = 7 / Po(0 — t)u(z + Re')dt.
0

La formula anterior, expresa que el valor de una funcién analitica en
un punto interior de un disco, es igual al promedio ponderado (por un
peso) de un valor en el borde. Dicho peso en cuestion es el ntucleo de

Poisson.

Tomando f(z) = 1 para todo z obtenemos lo siguiente

Corolario 82. ,
1 vy
— P.(t —0)dt = 1.
o |, (t—10)
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Una aplicacion de la formula de Poisson es que podemos resolver el

problema siguente:

Problema de Dirichlet:

Resolver
Au(zr,y) =0

en 22 +y? <1, con condiciones de borde dadas por

u(z,y) = g(z,y)

para x? 4+ y? = 1, donde g es continua.

La respuesta a este problema es (en coordenadas polares)

u(re'? :i " — et
(re®) / (0 — t)g(e)dt

2

con 0 <r<1.
Demostraciéon. Primero veremos que u es la parte real de una funcion
analitica. Luego, Au = 0 segiin sabemos.
En efecto, sea
1 2m eit + oz

f(z) = g(e™)dt

2 Jo et —z

_ 1 /w+zg(w)dw
Y

271 w— 2

- 2711'2' /7 <wii 2 %) glw)dw

_ 1_/29(w)dw_i,/9(“’>dw
271 W — 2 271 v W

donde (t) = ™.
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Luego f(z) es analitica en |z| < 1, ademas

2m 1t > .
Ref(z) = : /0 Re (e. i )g(e”)dt

T or

donde si z = e, entonces tendriamos

e + 2 1—|z|? 1—r?
€ (ezt _ Z) |1 _ Ze—ztlZ |1 _ rez(&—t)‘Q ( )

Esto prueba que Ref(z) = u(z) con z = re?| luego Au = 0.
Veamos ahora que u(e?) = g(e?) (se satisface la condicion de borde).

Sea 0 < r < 1, entonces veremos que

lim u(re”) = g(e”)

r——1
con 6 € [0, 27].
En efecto
2
‘u (T@ie) —q (ewﬂ = % P.(0—1t)g (eit) dt — g (eie)
0
1 o it i0
- |5 [T RO-06E) o)
B 1 27r—9P (@) <g (ei(a—i—x)) —g (eie)) du
27'(' -0 !
1 " ) x ]
= |52 ~7rR(gc) (g (e 6+ )> —g (e 9)) dx
1 " ) T 7
e
1 /9 . .
- i(0+x)) i0
= 5 _5P,,(:c)‘g <e ) g (e )‘dw
1 : .
- i0+z)\ _ i0
U g (04) = g (") da
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= L+

donde, dado € < 0 se elige 0 > 0 tal que ‘g (ei(“x)) —g (ew)’ < € para
cada 6. Si |z| < 0 (por continuidad de la funcion g dada la hipotesis),

luego 5
L < % g P.(z)dx < €

Ademas notemos que

PT 0 10+ 1
R0 [ o) — glet)jas
m |z| >0

En efecto, notemos que P,(x) < P.(d) si |z| > y—nm <z <.

Asi

PT(S i 7 @ 7
I < <>/‘mww+b—gw%ux

27T —pi

Sea M = max_r<u<|g(e!®**))|, entonces
12 S QMPT(é)

Si hacemos r — 1—

I 1—r? 0 0
fm = =
r—1-1—2rcos(6) + 12 2 —2cos(d)

Esto prueba la afirmacion. .

5.8. Formula de Jensen

Sea f analitica en €2 tal que D(0,1) C .
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Suponga que f tiene un logaritmo en €2, esto es log f(z) es analitica en
€2, entonces aplicando la formula integral de Poisson a Re(log f(z)) =

log(|f(2)]), obtenemos

1

2 _
l0g () = 3= [ o= O)lnl s

conz=ely 0<r <1,
Ahora, si f tiene ceros en D, log f(z) puede no ser analitica. Sin embargo,

se puede modificar la féormula anterior para tomar en cuenta los ceros de

f. Esta es la llamada formula de Jensen-Poisson.

Teorema 83. (Formula de Jensen-Poisson) Sea f analitica en D y su-
ponga que f(z) # 0 en JD.

Sean ay, as, ...a, los ceros de f en ID.

Entonces
log |f(2)| = En log | ———4 +i/2ﬂP(0—t)lo | f(e™)|dt
& _j:1 1=z Tar )y T J
g Ll —ajz
Demostracion. Sea g(z) = f(2) I | ~—— para 2| < Ry R< 1.
-9

j=1
Recordemos que para cada a; con |a;| < 1

Z — Q;

qbai(z)

1 —a;z

es una Transformacion de Mobius que lleva D en DY 0D en 0D. Entonces

1 1— a;z
Cbai (:) i —
Z Z— Q;
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¢ai (i) =1
Z

Haciendo el desarrollo en serie de Taylor
f(z) = ar(z — ai)k + ...

con ¢ # 0.
Entonces
z
% =t + cpr1(z —a;) + ...

es analitica en z = q;.

Por lo tanto g(z) es analitica en ID(0, R) y no tiene ceros alli.

Ademés |g(e)] = | f(e")], v

1 27 i
inlg(z)| = 5 [ P~ t)lnlg(e)
T Jo
Luego de lo anterior tenemos que
L
[[—)
Z — a;

J=1

ln|f(z)|—i—ln<

1 27‘(’ Z‘t
) _ %/ Po(6 — t)In|g(e™)]dt

luego tenemos

" Z — Qj 1 27 i
e = 3| +3- | Po—omlgeniar
J
|2 — aj 1/27T it
_ Po(0 — 1) In | f(e)|dt
Z“_M (6~ 1) In | f(e")

El caso particular en que z = 0, se conoce como formula de Jensen. m
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Teorema 84. (Formula de Jensen) Sea f analitica en D y suponga que

f(0) #0y f(z) #0 en ID.

Sean ay, a9, ...a, los ceros de f en D, repetidos de acuerdo a su multipli-

cidad. Entonces
n 1 27‘(‘ )
7O = Yot + 5= [ s
j=1

En efecto, en este caso, r = 0, luego

1— 72

B@) =5

entonces Py(x) = 1, de donde sale el resultado usando el teorema ante-

T107.

Observacion 85. Las formulas anteriores son importantes en la teoria

de funciones enteras (f analitica en C).

5.9. Automorfismos del disco unitario

Denotemos D = {z € C: |z| < 1}

Lema 86. Sea f: D — D analitica tal que f(0) = 0.
Entonces
i) |f(2)| < |z| para todo z € D y | f(0)] < 1.

ii)| f'(0)| = 1, entonces f(z) = az, donde |a| = 1.

Demostracion.
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i) Por la hipotesis

f(z) = f(0)+ f(0)z+ f"(0)2* + ...
= f(0)z+ £7(0)2*

para z € D.

Entonces g(z) = O f(0) + f"(0)z + ... es analitica en D.
z

Sea z € D tal que |z] = r < 1, entonces en {z : |z| < r} se tiene de

acuerdo al principio del maximo para ¢

f(2) f(w) 11
2 < Sumieryr =

< Sup|w|:r

Haciendo ahora r — 1— se obtiene |f(z)| < |z| para todo z € D.

Por otra parte, si g(z) = @ = f(0) + f"(0)z + ..., es claro que

7)) = 1im | 22 < 1.

z—0 z

ii) Supongamos ahora que |f(z)| = |z0| para algin zy # 0y zy € D,
entonces |g(z9)| = 1 con |z| < 1.

Pero |g(z)] < 1 para todo z € D. Luego el maximo se alcanza en 2
que esta en el interior de . Por el principio del maximo, debe ser g(z)
constante, digamos g(z) = a con a € C, entonces f(z) = az con a € C.
Pero |zo| = [ f(20)| = |a||20]. Asi |a|] = 1.

Por otra parte, supongamos que |f'(0)| = 1. Entonces como g(z) = &= =

f(0)+ f"(0)z + ..., tenemos que

9(0) = [f'(0)] =1
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Asi, ya que |g(z)| < 1 para todo z € D concluimos otra vez que el maximo
se alcanza en 0 que esté en el interior de ID. Igual que antes llegamos a la

conclusion. n

El resultado anterior dice que si f : D — DD es analitica tal que f(0) =0,

entonces f(z) = az con |a| < 1.
Por ejemplo f(z) = g

Se puede generalizar el resultado anterior para f : D — D tal que f(a) =
0.

z—a
— con |a| < 1.
1—-az

En efecto, es claro que f(a) = 0. Veamos que f(D) C . Para esto basta

Un ejemplo de tal funcion es el siguiente f(z) =

ver que
f{zeC:|z|=1}) C{zeC:|z| =1}
~~~~~~~ 1
Veamos, sea z tal que |z| = 1, entonces 2Z = 1 ACACACAg z = = de
z
donde
1 _ _
|z —al = ‘: —al| = ‘—(1 —za)| = |2(1 = Za)| = |2||1 — aZ]
z
entonces
z—a |z — a
pr— pr— pr— :1
1 = [f | = ey = o

Esto prueba la afirmacion.

Note ademés que f es invertible (1-1) ya que, de hecho

-1 _w+a
o (w) 1+ aw

y es evidente que es practicamente igual a f, excepto que a es cambiado
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por —a de modo que f~1(D) CD. Asi D C D y luego f(D) = D, esto es
f es ademaés sobreyectiva.

zZ—a
1 —az

Observacion 87. Si denotamos ¢q(z) = , vemos que ¢, = ¢_,.

El resultado siguente dice que toda funcion bianalitica de D en D tal

que f(a) =0, tiene la forma anterior.

Teorema 88. Sea f : D — D analitica y biyectiva tal que f(a) = 0,

entonces existe ¢ € C tal que |c| =1y

Z—a

f(z) =

=c —.
1 —az

Demostracion.
Note que g = fop_,, g(0) =0y g(D) =D.
Por lema de Schwarz [¢'(0)] < 1.

Ahora
9'(2) = f(¢-a(2))8 ,(2)

entonces

g(0) = f(¢-a(0)¢-a(0) = f'(a)(1 — |af?)
o (1+a2) —a(—a) _ 1—|aP

’ U +az)—-alz—a —|a

¢—a(z) - (1_1_%)2 o (1—1—52)2

Por lo tanto
, 1
@) < T

Analogamente, h = ¢, o f~1, con h(0) = 0 y h(D) C D.
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Luego |h'(0)| < 1.

Calculamos
entonces

Notemos que

I RN T A
= O T e T T

1 —1\/ —1\7 2
entonces m(f )'(0) <1 = |(f/)(0)]<1—]al.

Ahora f7(f(z)) = z, entonces

asi

1 , 1 1

—fap = M= I 2 T

entonces
1
/ _
|f (a)| _ 1 — |CL|2
Con lo anterior podemos ver que
1—|af’
9/0)] = | @1~ Jaf") = {07 =1

Por lema de Schwarz g(z) = ¢z con |c| = 1, entonces

foop_o(z) =cz
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con |c| =1y asi

f(2) = cha(2)
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